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|- La transformée en Z : I'outil

Pla ll- Filtres R.I.F.

(a Réponse Impulsionnelle Finie)
1) Définition

2) Filtres a Phase Linéaire

3) Méthode de Synthese

l1l- Filtres R.I.I.
(a Réponse Impulsionnelle Infinie)
1) Définition
2) Propriétés
3) Méthode de Synthese

IV - Implantation
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FILTRAGE NUMERIQUE

» L'autre application des plus courantes en T.S.,

apres l'analyse spectrale
» Filtrage linéaire invariant dans le temps
» Relations numériques inspirées de I'analogique

y(t)= x®7h(t) = J h(u)x(t-u)du

X(t) y(t) , © =/ x(u)h(t-u)du
—— h({) ——  nh(t) réponse impulsionnelle

H(f) = T.F. {h(t)} réponse frégquentielle

y(n)= x(N)7h(n) == hK)xn-k)

x() v(n) , = x(h(n-k)
—  Nh(n) —  h(n)réponse impulsionnelle

H(f) = T.F.D. {h(n)} réponse fréquentielle
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prigue
Hllrage Digital Signal Processors pour

P faire du Digital Signal Processing (DSP)...
el WY Temps réel, flexibilité, fiabilité

DSP différent d’'un processeur classique car :

e opération MAC : Multiply and Accumulate
RR+X*Y

avec

» Gestion de I'overflow : bits d’extension de la dynamique

 Lecture de deux opérandes en un seul cycle micro (2 zones mémoires
 Mémoire circulaire géree par le hard du DSP

P inc- @




| — La transformée en Z :
I'outil du Traitement du Signal Numérique

L'échantillonnage idéal : x(ty> x(nT,) n=0,...,N1

{ x4n) =2x(nT) &At-nT)

ol | Léchantillonnage idéal

Jg | provoque ung@eriodisation

du spectreautour des multiples

Nl | de lafréguence d’échantillonnage
./ | | | F=1/T,

/ \ X(f)=F .2 X(f - nF)

A temps continu : A temps discret :
Transformee de Laplac Transformée en Z,
Transformée de Fourier Transformée de Fourier Discrete
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Définition de la transformée en Z

x(n)} > X@) =2 x(n) z"

n=0,1,...,40 ;: TZ unilatérale
n=-o,...-1,0,1,... 40 : TZ bilatérale

Les relations entre ces transformées

Laplace : X(p) 3 x(t) ePtdt T.Z: X(z) =2 x(n) z"
Fourier : X(f) =] x(t) e™™ dit TFD : X(K) :Nilx(n) grizrkniN
n=0

p=ixf TL=TF z=e2 TZ=TFD
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L Propriétés de la Transformée en Z }

x(n)Oy(n) > X(2).Y(2)
x(n-k) > X(z) z¥ z1 retard d'échantillonnage
Dans un filtre linéaire :
y(n)=x(n)0 h(n) =2 Y(z) = X(2).H(z)

Réponse impulsionnelle d’'un filtre :

A hy M T o O
Impulsion Symbole

De Dirac De Kronecker
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[ Des filtres analogiques aux filtres numériques }

Paranalogieavec filtres analogiqueszponse frequentielle rationnelle
M
2 b,z
H(z)= &2 a=1 > h(n)=T.ZYH(2)}

k
2o

M M
y(n) = -2 ay(n-k) + 2 bx(n-k)

Remarque : on note « M » dans les deux sommes par simplicité.
Nombre de coefficients dans les deux sommes pas forcément égaux.

[H(®) P=H@) HEZ) |, ="Te
A Suppose coefs réels o



Spécifications des filtres numeériques

— Gabarit fréquentiel
Passe-Bas (ou Passe-Haut) défini par sa sélectivité, son ondulation

en BP et son atténuation en BA

Bande de transition

Bande passante Bande atténuce
IH(f)| (dB)
[H(E) S5 i
g, 227 g1 LLLLLLY,
o 7% 0dB —— 7
5 7\ w77\ 7 :
72\ 2 \%
5 g e s 2277277777777
—
£ f Fel2 f
a) Gabarit fréquentiel linéaire b) Gabarit fréquentiel en dB
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Spécifications des filtres numeériques

Passe-Bande (ou Réjecteur-de-Bande) défini par sa fréquence
centrale, sa selectivité, son ondulation en BP et son atténuation

en BA

1+5

-

l—-;:l

H(1)|
LI,
r,/ i ! ! -'/u
) o7 7
A 1A W
/AN
i) | Y, g \ Yz
] I : / \ """ ——
77
£ £ £, fe f
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[ Il — Filtres RIF (FIR) : 1) Définition }

M
y(n) = M‘O +2 bx(n-k)

Cas particulier de filtres non récursifs™.

M
y(n) =% b, x(n-k) ) oo [y,
d’oul kl\:/|O
H(Z):kgo b, Z* - h(n) = kb, pour n=0,...,M

filtre a Réeponse Impulsionnelle FinigR.1.F.)

< tout zéropas de pb de stabilitéfaible sensibilité numérique
% non récursif

% a mémoire finie, défini par M+1 coefficients
% phase linéaire possible
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[ Il — Filtres RIF (FIR) : 2) Phase Linéaire J

M
Hmﬁ%m@mm:Rméw

Temps de Propagation de Group®(G) = evaluation du temps

de propagation des paquets d’onde dans le systeme lineaire
() = - 1/(2rm ¢(f)

EX : une sinusoide de fréequengedtardée de(f,) en sortie du filtre.

Phase linéaire = TPG constant ¢(f) = @, + 2ruf
* Si@, = 0, on obtient un RIF a coefficients réelsginétriques

P I

+—>

T . T
* Si @, =102, on obtient un RIF a coefficients reelsstisymeétriques

* sinon, RIF a coefficients complexes 13/41



L Il — Filtres RIF (FIR) : 3) Synthese J |

r H(f)
m%l |
FIFT |

0 0.5 = W
M+1 coefficients
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[ Il — Filtres RIF (FIR) : 3) Synthése J

OA partir d’un filtre idéal et troncature de la réponse impulsionnelle
heie(N)=h,(n).w(n) soit  Hg(f=H,(f) L/ W(f)

w(n) . fenétre dapodisationde support n=-p,...,p

conditionnd’ordre du filtre : filtre RIF d 'ordre2p+1

® filtre causal: décalage de la réponse impulsionnelle :
hgie(N)= hge(N-p)

Influence des parametres : ordre du filtre, fenétre d’apodiation
Ondulations en bande passante et affaiblie egales
Amplitude des ondulations non constante

existe algorithmes d’optimisation pour égaliser les ondulations
dans la bande et hors bande : REMEZ 15/41



Amplitude

15

05 |

RIF : Choix de I'ordre (échelle linéaire)

Ordre 20
Ordre 50 —~
N~ _ Ordre 200
> NS \FJC AR o \\; | |

J/ |
il

,/’ L\I

J— | \\
o~/ N | i ‘\f \7,/\’\3\‘%';, :

{
. . -
L1 \
4 ﬁ | | |

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Fréquence (Hz)

Synthese par fenétre naturelle (rectangulaire)
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Amplitude (dB)

RIF : Choix de I'ordre (échelle logarithmique)

-10

-15 |

-25

-40

45

-20

-30

Ordre 50 Ordre 20
| /
- [[ —
N Ordre 200 A
R f . \ [J \ | : ( \ \
y ai mil \ | T
| | | RS
| | ‘ \
| | ‘ | C AL
\ ’ } | ‘\‘\\,
i ‘ ‘ | { M o
\ \ ‘ \ ‘ ‘ \ ! ,‘,‘ 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Fréquence (Hz)

Synthese par fenétre naturelle (rectangulaire)
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RIF : Choix de la fenétre (échelle logarithmique)
Fenétre naturelle (rectangulaire)

O = S = e
O\l

A . Fenétre de Hamming

51 ‘% \[ /
10 | i Tf

-15 |

2 J

Amplitude (dB)

N
[

)l‘ /\‘J
\{
“HH
HH\

25 | | ’

-35 | ( f

40 | ‘ \
amin \
\

‘ I |
O 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Fréquence (Hz)

RIF d’'ordre 50 18/41
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RIF : Choix de la fenétre

Voir : « On the Use of Windows for Harmonic Analysis

with the Discrete Fourier Transform »,
F.J.Harris, Proc. Of the TEEE, vol 66, n1, Jan. 1978.

Choix entre largeur du lobe principal (pente du filtre)
et les ondulations (ondulations dans les bandes)

1

/Hammlng

/Bartlett (triangulaire)
| Blackman
‘ / — . diverses facons

d’arrondir la coupure

© 00 o000 o0 o0 o0

b 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 19/41



1.5

Amplitude

RIF : Optimisation — critere moindres carres

Nf = 1
Critére : J(h) =ZOP2(n) | H(E) — H(f) |2
n=
RIF ordre 30, fenétre rectangulaire
| {/r\/"\,/;\:x\’/#,\\\/’ ‘7\‘\ |
y L. IMicA
y __~RIF optimise MC
|
05 / -
|
]
J “\‘
———— — \,,‘ﬁ‘;/\w, | WI\I‘L\(VV\‘J See—————
300 400 500 600 700 800 900 1000
20/41
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RIF : Optimisation — algorithme de Remez
Critere : avoir tous les maxima de 'erreur de méme amplitude

Filtre RIF d'ordre 33 optimisé avec REMEZ

20 |

25 | | \ |

Amplitude (dB)

-30 o
-35 |

40 L ° L

-45 \ \ \ \ ‘ \ \ \
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Fréquence (Hz)

Aucune démonstration de convergence...
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[ lIl — Filtres RII (1IR) : 1) Définition }

X0 [ )

M M
y(n) =-2 ay(n-k) + 2 bx(n-k)

Filtres récursifs, propriétés proches des filtres analogigues
Fonction de transfert :

kzo bkZk 1 21T
Hz)= =5 nn:> |H() P =H(@) H(Z" ) | ;- *™"e
1+2 a7k ] i
k=1 Présence de poles

Il Risque d'instabilité !!! 22/41



[ lIl — Filtres RII (IIR) : 2) Proprietées J

Réponse impulsionnelle et stabilité \

Si dénominateur n'a que des podles simples, h@}A—R p" n>0
avec H(z) decompose en elements simples )

A
H(2) :kzzl 1—p|:2'1

alors la condition de stabilitéentrée bornée - sortie bornée
Ih(n)| < B pour tout n mmy |p< 1 pour tout k

~—. Plan des 2
Srablg ;
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[ lIl — Filtres RII (IIR) : 2) Proprietées J

Réponse en phase : systemes a minimum de phase
Définition :

tous les zéros du numérateur du filtres sont dans le cercle unité
(tous en dehors : systeme a maximum de phase)

(en dehors et en dedans : systeme a phase mixte)

Intérét du minimum de phase : systeme inverse stable
Propriété recherchée dans beaucoup d’applications

Réponse en phase : TPG

On démontre :
filtres rationnels ne peuvent pas avoir de phase lindamef RIF)
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[ lIl — Filtres RII (IIR) : 3) Synthese

2 etapes

1. Synthese d'un filtre analogique, ()

2. Transformation K(p) — Hy(2)
conservant certaines propriétés dg€pj a H,(2).

AN

Q)

S)

Conservation
d’'une réponse
temporelle

Q)

(D

Conservation
d’'une réponse
harmonique
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L lIl — Filtres RII (IIR) : 3) Synthese J

Spécification o Ordre du filtre et fonction de transfert

Gabarit analogique

normalisée
- Butterworth, Chebyschev, Ellintique, Bessel, Legendre, ...

Normalisation

Gabarit normalisé 4Edre du filtre - Hiom(By)

Approximation de H(p)

» Denormalisation

— Types de fire - Passe-bas : py=p/ o,
MNomm (Butterworth. Chebyshev....) - Passe.haut : pN =0, / p
Dénormalisation - Passe-bande : py=1/B(p/ 0y + 0, /)
H(p) » On obtient une fonction de transfert H(p)

Filtrage numérique

' respectant le gabarit analogique specifie

Filtrage analogique

Transformation
p=f(z)

bilinéaire

invariance impulsionnelle,

- Passage vers H(z)

Choix d’une structure
Rauch, Sallien-Key,
Biquadratique
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[ lIl — Filtres RII (IIR) : 3) Synthese par invariance a une entrée}

On cherche : \gn) = s,(nT) pour une entréee de réference

e(n) =e(t=n)
TZ{E(p)HA(P)}

==> M@=z

Invariance impulsionnelle : Hy(z) = TZ{H,(p)}

Invariance indicielle : Hy(z) = (1-zY)TZ{H »(p)/p}

Filtre numeérique a la méme réponse de référence choisie
que le filtre analogique correspondant.
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[ lIl — Filtres RII (IIR) : 3) Synthese par invariance a une entrée}

Invariance impulsionnelle

Les filtres analogigue et numérigue ont la méme réponse impulsionnelle

-Conserve la réponse temporelle et la stabilité
- mais...phénomene de recouvrement de spectre diu a I'échantillonnage,

- Non respect de la spécification frequentielle !

H,(p)
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[ [l — Filtres

RIl (IIR) : 3) Synthese par conservation
de la réponse harmonique

Principe : changement de variable

@ Fraction
T g rationnelle
o Z

HA(P) H\(Z2) = Ha(T(2))

A

otable

Plam des p ~—_Plan des Z
/eAablg

Q\VT@ le

29/41



[ lIl — Filtres RII (IIR) : 3) Synthese par conservation

de la réponse harmonique }

Transformer une droite en cercle : transformation homographique,
appeléelrransformee bilinéaire

1-z1

e

1+71

} Souvent ¢ = 2/]

fA:Fe/ﬂtan(ﬂ?N ) - préserve les basses frequences

L

30/41



lIl — Filtres RII (IIR) : 3) Synthese par conservation
de la réponse harmonique

@ partir du gabarit numeérique, construire gabarit analogique
Gabarit numerique

a)A:ZFetan(m‘; )

fclllfcz fy (’Ocll I(")Cz Wa

@ synthétiser un filtre
analogique satisfaisant (modele ?)

R |
p:

Te 1471 Choix d’'un modéle

@ analogique,

Calcul de H(p)
© changerp enzpar la bilinéaire 31/41

, Gabarit analogique




LFILTRES R.II. J

» Prototypes de filtres analogiques

>¢ Butterworth

Pas d’'ondulation  |H(w)|? =1/ [1+(w/ a.)?"] nordre du filtre,
«). pulsation de coupure a —3 dB, poles sur le cercle unité

3¢ Tchebychef

IH(f)|]?2 = 1/ [1+ &€ T2 (f)] avec T(cos(x)) = cos(nx)

Relation de recurrence sur, TT,.; = 2X T (X) — T _,(X)

Passent + facilement dans le gabarit que Butterworth pour méme ordre
3¢ Elliptigues (Cauer)

IH(f )|z = 1/ [1+ £S(f, k)] Kk : sélectivité du filtre

A gabarit donné, ordre du filtre le moins élevé

>¢ Bessel

Phase a peu pres linéaire, TPG constant

Mais mauvaise caractéristique de module 30/41



Optimisation des RU &
SN Moyenne quacdratique

Critere a minimiser :

- N,-1 o
1O)= 3 P ()~ 1 7.

Le vecteu® contient les parametres du filtre
P . pondération spectrale a choisir

H, : filtre idéal

H : filtre a optimiser

Methodes du gradient

33/41



Cas des Rl & stabilite des solutions

Algorithmes d’optimisation ne garantissent pas stabilité de la solution

— changer le vecteur parametre : prendre les poles + contrainte

- plus simple : stabiliser une solution instable en conservant module

du filtre inchange.

Si p pOle instable,
H(z) =

— G(z) avec|p|>1

1-pz
« réfléchir » ce pble dans le cercle unité : changer pten p
. 1 1-pzt
asse-tout de module unité ; =
P pKE) 5 Tpr

donc

1
H(2) = H(@) Horl2) = G(@) s

si appliqué aux zéros : filtre a minimum de phase. 34/41



[ IV — Filtres RII (IIR) : Implantation J

Nécessité de fractionner en structures plus petites
[X>Formes décomposees

< Serie (cascade)

H(z) = C/7 Hi(2)

propagation des erreurs

< Parallele

H(z) = C+ 2 Hi(z)

Eléments simples du 1er ou 2nd ordre

1+b, z1 + b, 22
1+g z1+ 8,27
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en serie
Obtenue en factorisant numérateur et dénominated(ze
et en mettant sous forme de produits de FT elementaires

[ IV — Filtres RIl (IIR) : Implantation J Décomposition

— s e — i)

x(n) —

C H(G)  H@) Hy(2)
FT du E'ordre FT du 2Meordre
1_]3 -1 HI_|1_—:|=1+E;1:_1+I5 32 ‘-J

36/41
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J Décomposition

[ IV — Filtres RII (IIR) : Implantation .
en parallele

Obtenue en decomposatiz) en elements simples

D
x(n) - ?‘_l__“‘w . y(n)
26 j
Hz)
Pme
FT du Frordre FT du Z™ordre
b.g+b, 7]
. .:‘IJ. H.‘ Ii__jl= JY J1- _
HJ’ \Z)= 1—2 ;___—1 ’ 1+ ﬂﬂ_——l +E'FJ.-]_‘_‘
I..:xll A —Hi—lf - :Jr-l—j—p
" — K.
_l_l oy —n =] by T
A, - 4 1
—a, 5 37/41




Sources d'erreur dans l'implémentation des filtres
# Erreurs de quantification des coefficients du filtre

La sensibilité du filtre par rapport a la quantification dépend de sa structure de
realisation et de la localisation des poles et zéros. La quantification introduit une
modification des coetficients du filtre qui se traduit par une modification des poles et
des zéros et donc de la réponse en fréquence

% Bruit de calcul au niveau des opérations élémentaires
# Bruits de conversion analogique-numeérique du signal d'entrée x(x)

Erreur de quantification : cas général

Erreur de quantification E E =0(a)—a avec a valeur a quantifier, O(a) valeur guantifiée

L'erreur de quantification depend :

= du type de quantification : quantification par troncature ou par arrondi
= du nombre de bits utilises pour coder les nombres
= du type de codage des nombres : virgule fixe ou virgule flottante
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L Stabilité de la cellule du second ordre J

Dans le plan (g&a,), intérieur du triangle

A A

% %

8l A ols
Polesl] C TN
6} \\ 0/6
‘\\-} 0l4}
\h\\ op
Ay N R
-2 2 15 -\ -05 O 15 2

Polesl ] R

arrondi :

coin le plus proche
troncature :

coin en bas, a gauch

2 bits apres la virgule
(+/-)XX,XX

3 bits apres la virgule
é+/-)xx,xxx 39/41



Ameélioration de la précision : quelques régles
Le bruit de calcul peut étre atténue en agissant sur les parametres suivants :

= ytiliser une structure de realisation en cascade ou en parallele

= appairer les poles et zéros pour constituer une cellule elémentaire

Construire des structures ou le ljénle le 1::1115 1:110::119 du cercle unite
est apl_mire avec le zéro le 1J1115 ]__‘.rl'DL_"].'lE de 1.

= ordonner judicieusement les cellules pour une structure en cascade

Mettre l'ensemble des structures en cascade dans l'ordre de pl'm:in"dte
(croissante ou decroissante) des poles par rapport au cercle unite

= minimiser les problemes de débordement (éviter I'écrétage des nombres du a la limitation
de la valeur maximale pouvant étre stockee dans une memoire interne du processeur)

40/41



alors RIF ou

RIl ?

Critere RI1F RI1I.
Maitrise de la phase Oui Mon
Complemte Tres fable Faible
Calcul possible par TFD
wtabalité Towours Fizcue de probléeme en cas de
précision de calcul msuffisante
Mombre de coefficients Moyen faihle
NECESSates
Précision nécessatre pour les Idowenne Lszer grande
calculs
Adapté au multi-cadence Oui Meon

41/41



| Analyse Spectrale

Analyse Spectrale par Transformation de Fourier
(déterministe)

X(f)= j x(t)e 7™M dt = Zx(nT ). 712

U

X(k) — Nil X(n)e—ika/N
n=0

k=0,...,.N—-1
Fenétres de pondération o
X (n) = x(n).w(n) = TFD[é ’ ] =W(k = ko)
avecw(n) =0 poun[O,N -1 avecf, =k,/ N

Naturelle

——
- Triangle

W
Ilanning
//
\\ _— Blackman
\

=) LAf~Cte/N| —)

17




Analyse Spectrale

Analyse Spectrale par Transformation de Fourier

(déterministe)

1

Fenétre Blackman

0.9 -
0.8
0.7 F
0.6
2 fréquences pures vues avec : 0.5 -
0.4
0.3 F
02 -

ﬂ

Ecart de fréq. /N j

N

0y

[Af ~Cte/N| mir

0.1 02

0.3 0.4

1
0.9
0.8
0.7 |
0.6
0.5
04
03
0.2
0.1

Felllétre Blackman

Ecart de fréq. 4/N }

0.3

"

0p

207

0.1 0.2

0.3 0.4



8 Analyse Spectrale

Fenétres usuelles et leurs
caractéristique

* Pour chaque fenétre w(n) définie sur [-(M-1), M-1], le
tableau ci-dessous donne la largeur a -3 dB du lobe
principal (en fractions de N=2M-1) et le niveau du
premier lobe latéral par rapport a celui du lobe principal.

. . . sidelob

Window Characteristics afn”;? e | ABsap

Rectangular w(m) =1 -13dB 0.89

Bartlett w(m) =1— IR—T}I -26dB 1.27

Hanning w(m) = 0.5+ 0.5 cos(m47) -31.5dB 1.41

Hamming w(m) = 0.54 + 0.46 cos(m77) -42dB 1.31

w(m) = 0.42 5 cos(2m 4k
Blackman w(m) 0.4_2 —I_—_O.o C_,?(Q?TM) 53dB 166
+0.08 cos (4747 )

3/7



| Analyse Spectrale

Analyse Spectrale par Transformation de Fourier
Cas stochastigue stationnaire

r

S ( f ) =TF ( Rx ( Z')) Analyse Spectrale par corrélation

X
Deux théoréemes ; <

lim _1 EhXL‘Z] =S (f ) Analyse Spectrale par TFD
L X
"

1. Analyse Spectrale par corrélation

R (m) = % Z_:x(n)x(n -m°~

avecL=N ouL=N m

47



W Analyse Spectrale

Performances des estimateurs
d’autocorrélation

e Biais et variance des estimateurs biaisé et non biaisé
d’autocorrélation en fonction du rang k.

estimateur 1 (biaisé)

estimateur 2 (non biaisé)

moyenne
E[;\u(l')] (l o %) ‘Tu(’l’) "u([‘)
variance
I"'T(}’-?'[?u(}{)] % Z (.i.u'Z([) =+ ru(g =+ Ai)""ﬁ. ({ T l‘)) (?\TTT;G)Z Z (‘-F d([) & "P-u(] + ‘I‘)"u([ T ]'))
l=—0oa ——0cC
pour k < N

57




8 Analyse Spectrale
:

Analyse Spectrale par Transformation de Fourier
Cas stochastigue stationnaire

2. Analyse Spectrale par TF Directe
‘Périodogramme’

_1 2 ~ A 2
Snk) =1 X () E[S,.. (k)] = S, (K)ow(k)
avecX (k) =TFD[x(n).w(n)] =) <
w(n) fenetredepondératio

var|s, (k)| = g(k)* DN

-

E[SpCX )|= sx(k)qW(k)\Z:Af ~ Cte/ P

‘Périodogramme cumule’

Sl =y 2 1‘ fTi " |var|§, (k)] 2] M

N T e ,

' s lon-varian
o7 |:> Dilemme résolution-variance



Analyse Spectrale

Effet du fenétrage sur le
périodogramme

Periodogram Periodogram
20 T T T T T T T T 20 T T T T T T T T T
w0 N=40 N=20
freg=[0.1  0.13] 10k freg=[0.1  0.13] i
SNRJ10 10] SNRJ10 10]

L —

50k i
&0 1 1 1 1 1 1 1 1 L —40 1 1 1 1 1 L 1 1 1
05 -04 03 0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 205 -04  -03 -0.2 —0.1 0 0.1 0.2 03 0.4 05
Frequency Frequency
Periodogramm Periodogramm with Hamming windowing
30 T T T T T T T 30 T T T T T T T T T
N=40 a0k N=40 4
201 freq=[0.1 0.2] 7 freg=[0.1 0.2]
SNR=[10 ao] q o SNR={10 30]
10+ ﬂ E
0
o -10
m m
T T
—i0 _ —20
-30
20} E
—40
—aof 4
-50
0 1 1 1 1 1 1 1 1 | 60 1 1 1 1 1 | 1 1 1

—4
7/7 05 -04 03 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 05  -04 -0.3 -0.2 —0.1 0 0.1 0.2 03 0.4 05
Frequency Frequency



" . Modelisation Paramétrique

{ Modélisation paramétrique }

Problématique : L
Construire ESTImGTIOH
un modeéle mathématique des parametres
« collant le plus possible » du modele
(au sens

d’un critere)
aux signaux
(numériques)
étudiés.

M. w \iu

J‘f“\ Il ‘

\\\ \‘\
| \ \ f |
signal
* x(n)

’ M ™ \ |

|
| \‘ I H H \m
fi \

‘ \ ‘
\“ H “\ ‘ | ‘
‘ \ \“ ‘ ‘
’ “ ‘ 1\

U v

‘ !

Erreur

de modeéle

e(n) =x(n)-x(n)

Analyse spectrale, Compression, Détection,

Classification...

1/22



" Modélisation Paramétrique
3] .gﬁ?g"

{ Modele paramétrique generique J

X(n}f| X(n=1);-- X (=~ }B(n),B(n -1} -

'

1

X(n)= f{X(n=1),-,X(n- p) B) ;- B(n-g

f[] linéaire lL Modele

ARMA

X(n) = —Zp:akX(n— K) +Zq:ka(n— K)

2/22



8 Modélisation Paramétrique
i 2

3/22

[ Modele Auto-Régressif a Moyenne Ajustee (ARMA)J

Bruit B(z)
Blanc A(z)
e(n)

Autocorrélation :
K. (1) =026 (7)
D.S.P.:
S. (f) = o:

p q
z(n) = —Zakaﬁ(n — k) + Z bre(n — k)
k=1 k=0
Modele

ARMA
Estimateur
Spectral
7 | 2
| Z bkeﬂﬁfk
Sarma(f) = o> kzo,p 2
1+ Z akeiQWfk
k=1

Pb : estimation des parametres B, ?
choix des ordres p,q) ?
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Modélisation Paramétrique

Exemple de DSP d’'un ARMA(p,q)

ARMA(6,2), AR(6) and MA(2) PSD

40 I I I I T T
LI I I B B A | MA(2)
ll = = =AR(6)
l_‘_‘ veoe ARMA(G,2)
30+ :'!l -
|_l|l a
fa n
mno\ A
20 I Y I ]
I" -\ J! KY
’ - LA n Yy
Lz ! v A l,_ W
—_ - .l \ I - .
[11] 10 - ‘ AN y ' \‘
E \ S s, 1 A
o S pe PR
7 ) 4 N ey
% o : ’ S i
\ ~ e
! ~ =
"""""" A w ~
,,,,, ; .
LY ~
i ~ -
—107 " | = - = - = em |
~
|
I S
_opk Zeroes : 0.97 gt'9% 014 O e
Poles - 0.99 65127005 g gg oi2m02 ) 7 +i2n0.3
_30 | | | | | | | | |
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 04 0.45

Frequency



8 Modélisation Paramétrique

5/22

| -

|

Proprietées ARMA 1

P

X(n)=->aX(n-k) +iQB(n—k)

k=1

X(n) = S, (2)=5,(2) . H(2) H( Y]

R, (q +1) R, (q) R, (a+1-p)
R=| Rfa+1) R.(q)
Ry (q + p) Rx(CI"‘p_l) Rx(q)
r=-R.a a=-R™r




p
[ Modele Auto-Regressif (AR)J x(n) = —Zakx(n — k) +e(n)
k=1

Blanc A(z) AR
RX(l)J Rx((%) P R {1-p) Estimateur
r=y - R= Rl R0 ..
R, (p R(p-) .. R(0 SpeCtraI
— _p-l o2
r=-Ra a=—RI Sup(f) = e :
p
S . 1 27 fk

Estimation des parametres : T kZ::lake

a., k=1,...,peto?
A I'aide d’algorithmes basés sur I'estimation de la corrélation.

Criteres pour I'estimation de l'ordre p

6/22
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Modélisation Paramétrique

Algorithme de Levinson-Durbin

Levinson algorithm
Inputs: 7.(m), m=0,---.,p

mlt] = =0, Pt] = (1 [1)?) ra(0)
for k=1.--- .pdo

re(B)+SF Va1 [0re (k—¢
aplk] = — (k) Zg}getl[kk_ll][] (k—£)

aill] = ax—14] + axlkla;_11k—¥¢ £=1,--- k-1
Peptlk] = (1 = lax [k]]) Pepilk — 1
end for

Outputs: aj, = —Rglrk et Pepi|k] pour k =1,--- .p ou
Rk(ga ?’L) = ’nm(ﬁ _ TL), ’rk(@ = T.’E(g)! =1, k.




40

Modélisation Paramétrique

AR(10) de 3 exponentielles bruitées

AR(10) PSD of 3 noisy exponentials

30

251

15+

PSD (dB)

10

I
PSD theory
= = = AR{(10) estimated PSD

5L

-10

N=32, SNR=[10 10 20]
| | |

-0.5

8/22

-0.2 -0.1 0
Frequency

0.5

*
®)

theory

estimated

180

270



Modélisation Paramétrique

AR(10) d’'une seule exponentielle bruitee

AR(10) PSD of a noisy exponential signal

50 T T T T T T I I
PSD theory
= = = AR(10) theory
------- AR(10) estimated
40+ I -
N=32, SNR=10 |
|
1
]
30+ ! 1
]
— : ’
) : .
=) 20+ k [l =4
4 d
it
4] =
| tt B |
10 i -
> 11 :
> B £l -
ol . = 2 F =
- & z - ke TEIO) 5 od - -
L i T . T ey
-10 ! 1 1 1 ! ! | 1 1
-05 -0.4 -0.3 -0.2 -041 Q 0.1 0.2 0.3 0.4
Frequency

9/22

0.5

¥

theory
AR(10) theory
AR(10) estimated

180

270

330



180
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Modélisation Paramétrique

AR(p) poles

270

Choix de I'ordre

AR(2) PSD for an AR{4) signal

40 T T

PSD (dB)

50 1 Il 1 1 1 1 1 1 Roed
(1} 008 0 018 o2 038 0.3 0.35 oA 045
Frequency
AR(8) PSD for an AR{4) signal
40 - : : - : : .

PSD (dB)

L L L
a 0gs o ois oz 0.25 3 0.35 o4 045
Frequency

PSD (dB)

PSD (dB)

AR{%) PSD for an AR(4) signal

L
o a.os

(18]

'R 1Y (-3 0.3 03 D3E
Freguency

AR(20) PSD for an AR(4) signal
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Modélisation Paramétrique

Choix de I'ordre

AlIC and MDL criteria
500 T T T T T
----- AlC
\ = = = DL
400 \ i

1
i
i
\

300 \
]
i
\

200 \
A
W
1
100 “
Y
. e
|
{oim---TTTT
o R R R N R e - - =
_1 00 | | | | | | | |
2 4 6 8 10 12 14 16
AR model order

20




Modélisation Paramétrigue

Modeles ARMA non stationnaires }

Ex : Canal multi-trajets : sélectivité en fréguence

N

L]
~ LA

==l

N
s(t) = > _0,(t) e(t-T (1))
IH(P) 4 | e,

Exemple DVB-T :  Délai max = 224 ps, Ds = 7.4 Mbauds, ISI = 1657 symboles

12/22 par Nath. Thomas
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fréquence 3.27
[Hz) 383
253

amplitude [g]
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0017
00114

21-Apr-2004
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'
]

docbodod
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4900 000
5070020000_151037_170168 paramétre : Y0001 -flutter.dat
JEN N | iy |

5100
ordre min : 8

5200
ordre max : 16 fe: 32 Hz
+ speed CUIEEUE

os 1

zighal analysé
unité : g
[ curseur

[~ synchia

gous-bande 2
unité g
™ curseur

[~ synchra

fréquences
unité : Hz
¥ curseur

[~ synchio

amortissemants
unité : pour mille
[~ curseur

[ synchra

amplitudes
unité : g
v curzeur

[~ synchra

resel xzoom |



' Modélisation Paramétrique

[ Canal sol-avion non—stationnaire}

Filtrage linéaire variant dans le temps y(n)=2 h (n, k)x(n-k)

4 A | , A
: i
,
1 F i
| \ \ _
1 F i
2 9 200 400 600 800 1000
true and parameters of the time-varying channel

15/22



Modélisation Paramétrique

Modele déterministe :
pa Somme d'exponentielles complexes
‘i amorties

%
.

{Modéle de Prony } > |

R, (k)= b, 2 +e(k), k=0
p ou < m=1
=3 b +e(m)  R(K=R(K)

Zm = e—ameﬂ@ et by :@mm

Estimateur 1—2Z2
Spectral Sprony (f) = Z O "= Zpz YY1 - Z,2)

m=1

y—pi2T f

Intérét : estimation de fréquences, amplitudes, phases et amortissements

16/22



“ 8 Modélisation Paramétrique

z(n) = Z b Z,), + € (n)

{I\/Iodéle de Prony J

p p
n=)> B.z:,n=20< s(n)=-) a,.s(hn-k),n=2p+1 0
s =2, (M) =-2a.s-k).nzp A2)=[(z-2)
p m=1
= Y a.s(n-k)=0,a,=1,n=p+1
k=0
Estimation des parametres
OEstimation AR»pobles a,c =(X"X) X" x avecx" =XV
H -1

® Résolution de Vandermonde B ..=(V"Vv)" v"x
\Y [2,2] Vandermonde (Nxp)
B

t

= Amplitudes complexes

A A

B, .. B

MC p

17/22



¥ Modélisation Paramétrique

[ Modeles Multi-impulsionnels J

P Signaux d’entrée impulsionnels de parametres {ni,m} {Am}

B.(n)= i A,B@h-n,) m=1.,P
i=1

excitant P filtres générateurs (ARMA, Prony, ...) de paramétres © s et donc R.I.

{h,(n)e.,.} m=1.,P
[> Modele de signal multi-impulsionnel multi-modeles

)A((n): mZi:li A n hy, (n - ni,m)

18/22



Modélisation Paramétrique

Exemple de sighaux électromagnétiques

X(n

P=4
{hm (n)’ G)S,m.}
m=1,..,4

19/22 2000



0.6 |
0.2 |
-0.2 |

-0.6 |

20/22

Modélisation P

étrique

égllsahon Multi-Prony Multi-Date

| “ |
Ol rems (uS)-

TO de Marlet

Trans. en Ondelettes - ™

05 e

04"

034 il
h

01

0l

0.2
[®

" Modélisation param'étrique

des formes d’'ondes

1 1.5




' Modélisation Paramétrique

Exemple de sighaux biomédicaux (EMG)

x 10
2
PN ‘ . ’ A . oy !
X(r])O ) ! ! .n
P=1 2 [ Signal Original ]
I Modéle
0, 200 400 600 800 1000
x 10
. : . . .
Y Y N A T | | L]
B,(n)° ‘ il IL i T ‘||
-5 B ]
110 ,
0 200 400 600 800 1000
25
.t
{hl (n )’ G) S ,1} 15 [
L b
05 [
. F
0.5
0
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Modélisation Paramétrique

Exemple de signaux biomédicaux (EMG)

3
x 10

p=1
0
2
0 R 200 400 600 800 1000
x 10
2
1 ~ -
B,(n)
0 I|i||||I II|i|||-|- : '|'||'|||||| -"|i-||||
1
0 200 400 600 800 1000
{hl (n )’ G)S,l}
p-neuro 3¢
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{ Comparaison AR - Périodogramme

Estmations du spectre — Comparaison AR/Periodogramme
25 - . . . :
' . . f - - AR
CGS d un S'"US + bf‘UlT !11_ —— Périodogramme
20/ 3 :
Parametres

N=200 échantillons 100réalisations
SNR=-2dB p=60

10log, (S(e'*™") (dB)

26 — 32
]’VPeT ~ \/_

_5 1 1 L 1 1 L 1
028 0285 029 0295 03 0305 031 0315 0.32
6 Frequence normalisee f

V’\ N : nombre de points de signal
V. rapport signal a bruit

p . ordre du modele (N/3 au maximum)
1/17



' Analyse Spectrale _ _ _ L
; 3 sinus et du bruit, un signal d’école...

10" ¢
dB

10 Spectre AR LSMYW

10 Ordre = 6

100 - Périodogramme

10|
|
10’ | m
10_1 -
I Ordre = 2
10° \ \ ‘ \ \ \ ‘ \ \
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
5 Fréquences normalisées
q
z bkeiQﬂ'fk
92 k=0
Sanma (f) =0 5

P
1 + Z ake’izﬁfk
k=1

2117



FTRT
8 Analyse Spectrale

10°

dB

10" -

10' -

100 -

10

-2
10

3/17

.. et si on augmente encore |'ordre ?

Spectre AR LSMYW

Ordre = 6 ——

w

)*'/ At
4

Périodogramme

!

nlwd(

"

1

L

Ordre = 12

Fréquences normalisées

Ll A AN
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Analyse Spectrale

Comparaison AR-Périodogramme

Influence du nombre d’échantillons N

AR(12) + Periodogram
T T

30 T T T T
= = = Peripdogram
AR 12) spectrum
20k -

PSD (dB)

]
\
N=32 !
50 ! L L ! L L ! L L
0 0.05 0.1 0.15 02 025 0.3 035 0.4 0.45 05
Frequency
AR(12) + Periodogram
20 T T T T T T

= = = Peripdogram
AR 12) spectrum

)
o
& -10
7
o i
i
LY
Y I 1
-20 ] iy IH
\ L] Wi ’
::r" "y v ! I:\h Y Y
M ' T I
o AL
30" :I H -
N=128 |r
I
]
o 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05

Frequency

PSD (dB)

PSD (dB)

AR(12) + Periodogram
T

15 T T T T T
= = = Periopdogram
m AR(12) spectrum
10+ q
s
ok
—5F
Lonn ].| :"
o sy e M
Ty e d m
1y Pl L}
' 1
15t 'y ] PR
I ] Vi |:
4 ' L
" "y 1
oot v i : " "y RE
i ! ’ Yo u !
! ' ‘ i {
o5k i \ = { '! I
! Vo
-30r | N=54 (.
|
a5 1 1 1 1 1 1 1 1
1] 0.05 0.1 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 045 05
Frequency
AR(12) + Periodogram
20 T T T T T T
]: = = = Periodogram
m AR(12) spectrum
10~ q

-50

0.2 0.25
Frequency

0.3 0.35 0.4 0.45 05
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Analyse Spectrale

Comparaison AR-Périodogramme

Influence du SNR

AR(12) + Periodogram

30 T T T T T T

PSD (dB)

= = = Periodogram
A\ F(12) spectrum

_50 L L L I I I
0 0.05 0.1 015 0.2 0.25 03

Frequency

0.35 04 045 05

AR(12) + Periodogram
T

SNR=10dB

T
= = = Periodogram
A\ F(12) spectrum

1 L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
Frequency

1 I
0.35 04 045 0.5

AR(12) + Periodogram
T

20 T T T T
= = = Periodogram
AR 12) spectrum
10 B

o
-10
Y i
l'! : h i
!:l, s Tty ?l, : !
! L)
“layy l' L ) ':H A b ""I‘"fi'i
! I R I TN
' | \ 1% [ ” |
| Iy 1
Yo ' P
—30k ] ]
§ 1
SNR=15dB ' !
0 . . . . . . . . .
1] 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 04 0.45 05

Frequency

AR(12) + Periodogram

i

) §
II

SNR=5dB

T
= = = Periodogram
AR 12) spectrum

1 1
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
Frequency

I I
0.35 04 045 05



¥ Analyse Spectrale

Spectres du modele de Prony

10
Ordre = 6
Ordre = 12
10°
Ordre = 20
10"
10 ‘

0O 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
Fréguences normalisées

1— 72

Re(kFX b,z +elk)k=0 (=) Serony (f) = ﬂ; U Zz D) (1= Zm2)

w—pi2Tf



' Analyse Spectrale
{b} iz Information BWire Exemple d’eémetteur de base

!

Filtre de mise en forme : by == b h(t)
h(t) gz © Bits Symbole
v

Signal analyse spectrale
X(t) =2 bh(tKT,) = b(t)*h(t)
k f

avec b(t) = E b d(t-kTs)  h(t) 4 1
k f
0 I _
> 1MUM B_l/TS
TS | | | | | | | | | U
R R 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
T T T T T T T T T T BUU
h(t) 1
i
1 _
i
., ] ]
Tg L | L L L ! I
90 "W M A W W Mm@ a0 01020304 05 08 07 08 03
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i Exemples de mises en forme : NRZ, Biphase, RCF




gyageree Exemple d’égalisation fixe
e « MMSE » : Minimum Mean Square Error

Min{ E[e}(n)] } ===> C . = [R,]'.Ry,

« Canal sélectif + perturbation sinusoidale

N
s(t) = D a e(tT) = 1. e(t) + 0.5 e(tTs) + n(t) .

2i=1 sinusoidal ( f=1/3.1)
s(t) ’

-EEI 1EIIEI ZEIIEI 3EIIEI 4EIIEI 5EIIEI EI:IIEI F"EIII:I EEEIIEI BEIIEI 1EI::IEI

il I
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Périodogramme du signal
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Analyse spectrale du courant statorique

60| ‘ Harmoniques de la fréquence statorique i
Défaut d‘excentricite
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Analyse Spectrale
MAS - Essal avec et sans variations de couple
courant statorique

Densité spectrale de puissance avec periodogrammeyenné

60 \

— torque variations

healthy case
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Analyse Spectrale _ _ o
Alternateur 60 KW Signal de flux : Essai sans court-circuit

‘ ‘ __Signal du fichier x5 composante 1 ‘ r
3/ ” ” ” |

Signal

-200 -100 0 100 200 300 400 500 600 700 800

périodogramme

Spectre (DSPY = ' * d.
‘de raies’ . '

20

-40

13/17 0 0 0.05 O.i 0.15 0.2‘ 0.25 0.1‘5 0.3l5 0.4 0.4‘5




Analyse Spectrale

Reconnaissance en TF:
Analyse Wigner de cliquetis

DIAGRAMME TEMPS— FREQUFN(‘E

CLIQUETIS a 2100 tr/mn

avec

1000 -+

{lebrequin

Amplitudes

S00 -+

DIAGRAMME TEMPS-FREQUENCE

SANS CLIQUETIS a 2100 tr/mn

Fréquences (kHz)

Amplitude

10 18

Fréquences (kHz)

Degrés vilebrequin
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Anayse SpectaleReconnaissance en TF:
Analyse Wigner de cliquetis

. Transformation de Wigner—Ville
».088 E-1 fen obs: 127H fen temp: 41R

Transformation de Wigner-Ville
y.A88 E-1 fen obs: 127H fen temp: 41R

avec

il i ' ' ' ' : ' " 1428

Sans
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Modéles paramétriques évolutifs

- biplBai_2Z1 Spectre de Prony, ordre 5 X=
5.888 E-1 fenfitre 17 pts ¥=

48 4B

Mb de tranches
Temps @ 114
Frég. : 128

L

Signal de pression cylindre

114
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Modeéles paramétriques évolutifs

b:viBBl_ 21 Spectre de Pronwy, ordre 18 X=
5.888 E-1 fenétre 31 pts ¥=

48 4B

EE
Nb de tranches

Temps . 63
Fréq. '@ 128

Appar_ition du éliq_uetis

63
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