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RØsumØ

"Dans la nature rØside la prØservation du monde", Øcrivait Thoreau dans Walking (Finch &
Elder, p. 192), soulignant le rôle fondamental de la nature dans l’Øquilibre terrestre. Aujourd’hui, le
changement climatique bouleverse cet Øquilibre, menaçant les ØcosystŁmes.

Une surveillance prØcise des gaz à e�et de serre dans l’atmosphŁre, principaux responsables
du changement climatique, est devenue indispensable. Dans cette optique, la tØlØdØtection spatiale
constitue un outil puissant pour mesurer et analyser à l’Øchelle mondiale la composition de l’atmo-
sphŁre grâce à l’interaction entre le rayonnement ØlectromagnØtique et les molØcules atmosphØriques.
La prØsence de ces derniŁres modi�e le contenu spectral du rayonnement, ce qui permet d’infØrer
leurs concentrations à partir de mesures de spectre rayonnØ. Les spectromŁtres utilisØs sont des
instruments à haute rØsolution, centrØs sur les bandes spectrales des gaz d’intØrŒt. Toutefois, ces
instruments prØsentent des imperfections optiques et Ølectroniques, gØnØrant des erreurs qui biaisent
l’interprØtation des spectres mesurØs. Il est donc crucial de modØliser prØcisØment le comportement
de l’instrument, en particulier sa fonction de rØponse spectrale instrumentale (ISRF). La caractØ-
risation instrumentale dØbute au sol, via des campagnes sous vide thermique, puis se poursuit en
orbite durant la phase de calibration/validation (CALVAL). Des calibrations rØguliŁres permettent
ensuite de suivre les dØrives instrumentales liØes à l’environnement spatial (vieillissement, variations
thermomØcaniques). La thŁse s’est focalisØe sur l’estimation des ISRFs, tout en prenant en compte
d’autres imperfection tels que les erreurs radiomØtriques et les dØcalages spectraux, a�n d’amØliorer
la qualitØ des produits utilisateurs.

Dans la littØrature, les ISRFs sont souvent modØlisØes par des fonctions paramØtriques (gaus-
siennes, super-gaussiennes). Toutefois, ces modŁles peinent à reprØsenter la diversitØ des formes
observØes et n’o�rent pas une correction su�sante face aux exigences croissantes des missions spa-
tiales. Par ailleurs, les erreurs instrumentales sont rarement intØgrØes dans le modŁle global ou
traitØes conjointement. Pour dØpasser ces limites, la thŁse explore des approches de reprØsentation
parcimonieuse permettant d’estimer les ISRFs de maniŁre plus �exible et prØcise que les approches
paramØtriques classiques. En complØment, une mØthode a ØtØ dØveloppØe pour estimer simultanØ-
ment les ISRFs et les erreurs de mesure, en combinant reprØsentation parcimonieuse et modØlisation
paramØtrique des erreurs. Cette approche conjointe atteint une prØcision comparable à celle obtenue
dans des conditions idØales, c’est-à-dire sans erreurs instrumentales.

Le cadre mØthodologique proposØ ouvre la voie à une gØnØralisation à d’autres problŁmes in-
verses non-linØaires sous contraintes de parcimonie, par exemple en imagerie hyperspectrale. Les
perspectives incluent l’exploration de modŁles dynamiques, tels que les modŁles à espace d’Øtats
(State Space Models), pour estimer conjointement les ISRFs selon la longueur d’onde. Des outils
comme les �ltres de Kalman, les rØseaux de neurones rØcurrents, les transformeurs ou les processus
gaussiens sont Øgalement envisagØs. L’apprentissage automatique pourrait aussi Œtre mobilisØ pour
estimer les ISRFs, attØnuer le bruit ou calibrer les spectres. À plus long terme, il serait pertinent
d’intØgrer d’autres erreurs, telles que la lumiŁre parasite (assimilable à une fonction de rØponse spa-
tiale ou spatio-spectrale), ou d’aller jusqu’à l’estimation des paramŁtres atmosphØriques (comme le
CO2) au niveau 2, en tenant compte de l’impact des erreurs instrumentales sur l’inversion.
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En dØ�nitive, cette thŁse contribue à la mise au point d’algorithmes robustes pour la calibration
en vol des instruments de tØlØdØtection, avec un impact potentiel fort sur la prØcision des mesures
atmosphØriques, et à terme, sur les applications climatiques et environnementales.
Mots-clØs : TØlØdØtection spatiale, ProblŁmes inverses, Calibration des instruments, ReprØsentation
parcimonieuse, DØfauts radiomØtriques et spectraux.



Abstract

�In wildness is the preservation of the world,� wrote Thoreau in Walking (Finch & Elder, p.
192), emphasizing the fundamental role of nature in the Earth’s balance. Today, climate change is
disrupting this balance, threatening ecosystems.

Accurate monitoring of greenhouse gases in the atmosphere, the main drivers of climate change,
has become essential. In this context, space-based remote sensing is a powerful tool for measuring
and analyzing the composition of the atmosphere on a global scale through the interaction between
electromagnetic radiation and atmospheric molecules. The presence of these molecules modi�es the
spectral content of the radiation, making it possible to infer their concentrations from measurements
of the radiated spectrum. The spectrometers used are high-resolution instruments, focused on the
spectral bands of the gases of interest. However, these instruments have optical and electronic
imperfections, generating errors that bias the interpretation of the measured spectra. It is therefore
crucial to accurately model the behavior of the instrument, in particular its instrumental spectral
response function (ISRF). Instrument characterization begins on the ground, via thermal vacuum
campaigns, and then continues in orbit during the calibration/validation (CALVAL) phase. Regular
calibrations then make it possible to monitor instrumental drifts related to the space environment
(aging, thermomechanical variations). The thesis focuses on estimating ISRFs while taking into
account other imperfections, such as radiometric errors and spectral shifts, in order to improve the
quality of user products.

In the literature, ISRFs are often modeled by parametric functions (Gaussian, super-Gaussian).
However, these models struggle to represent the diversity of observed shapes and do not o�er suf-
�cient correction for the growing demands of space missions. Furthermore, instrumental errors are
rarely integrated into the overall model or treated jointly. To overcome these limitations, the the-
sis explores sparse representation approaches that allow ISRFs to be estimated more �exibly and
accurately than classical approaches. In addition, a method has been developed to simultaneously
estimate ISRFs and measurement errors by combining sparse representation and parametric mode-
ling of errors. This joint approach achieves a level of accuracy comparable to that obtained under
ideal conditions, i.e., without instrumental errors.

The proposed methodological framework paves the way for generalization to other nonlinear
inverse problems under sparse constraints, for example, in hyperspectral imaging. Prospects include
the exploration of dynamic models, such as state space models, to jointly estimate ISRFs according
to wavelength. Tools such as Kalman �lters, recurrent neural networks, transformers, or Gaussian
processes are also being considered. Machine learning could also be used to estimate ISRFs, reduce
noise, or calibrate spectra. In the longer term, it would be relevant to integrate other errors, such
as stray light (assimilable to a spatial or spatiospectral response function), or even estimate at-
mospheric parameters (such as CO2 ) at level 2, taking into account the impact of instrumental
errors on inversion. Ultimately, the work carried out in this thesis aims to contribute to the deve-
lopment of robust in-�ight calibration algorithms for remote sensing instruments, with potentially
signi�cant impact on the accuracy of atmospheric measurements and, more broadly, on climate and
environmental applications.
Keywords : Space remote sensing, Inverse problems, Flight calibration, Sparse representation,
Radiometric and spectral defects.
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Chapitre 1

Contexte

"Le changement climatique est sans Øquivoque, et l’in�uence humaine a rØchau�Ø l’atmosphŁre,
l’ocØan et les terres" - Groupe d’experts intergouvernemental sur l’Øvolution du climat (GIEC),
Rapport AR6, 2021.

Le changement climatique constitue l’un des enjeux majeurs du XXIe siŁcle. L’augmentation
rapide de la tempØrature globale, la fonte accØlØrØe des glaciers, la montØe du niveau des mers
et la multiplication d’ØvØnements mØtØorologiques extrŒmes � sØcheresses, incendies, tempŒtes,
inondations � en sont des manifestations visibles et documentØes. Au c÷ur de ce dØrŁglement
planØtaire, le dioxyde de carbone (CO2) joue un rôle central en tant que principal gaz à e�et de
serre d’origine anthropique. En e�et, depuis les annØes 1960 [1], les mesures de concentration en CO2
montrent une augmentation continue, atteignant des niveaux sans prØcØdent dans l’histoire rØcente
de l’humanitØ, comme le con�rment les donnØes di�usØes par la National Oceanic and Atmospheric
Administration (NOAA) (voir Fig. 1.1). Cette hausse est Øtroitement corrØlØe à l’intensi�cation des
perturbations climatiques globales, dont certaines ont des e�ets irrØversibles sur les ØcosystŁmes
naturels et les sociØtØs humaines.

Dans ce contexte, les missions de tØlØdØtection spatiale jouent un rôle fondamental pour com-
prendre, surveiller et anticiper les Øvolutions climatiques. La tØlØdØtection spatiale permet d’observer
la Terre depuis l’espace et donc d’accØder à des donnØes globales, continues et prØcises sur de nom-
breux paramŁtres physiques, chimiques et biologiques de la planŁte. Grâce à leur couverture Øtendue
et leur frØquence de revisite ØlevØe, ces instruments spatiaux o�rent une capacitØ unique à documen-
ter l’Øvolution rapide de notre environnement. Les applications sont nombreuses : mesure du niveau
de la mer, cartographie tridimensionnelle de la surface terrestre, surveillance des feux de forŒts,
analyse de l’Ørosion côtiŁre, ou encore le suivi de la fonte des glaciers. Ces donnØes sont Øgalement
essentielles pour l’amØlioration des modŁles de prØvision mØtØorologique et climatique. Plus spØci�-
quement, le sondage atmosphØrique depuis l’espace permet de mesurer les concentrations de gaz à
e�et de serre. Cette capacitØ de mesure o�re la possibilitØ non seulement de suivre les concentrations
globales, mais aussi d’identi�er les sources d’Ømissions (zones industrielles, feux de vØgØtation, fuites
de mØthane, etc.) ainsi que les puits de carbone (forŒts, ocØans, etc.). Elle permet Øgalement de dØ-
tecter les variations saisonniŁres signi�catives du CO2 [1], et d’a�ner les mesures à l’Øchelle urbaine,
notamment pour les Ømissions anthropiques de CO2 et de mØthane (CH4) [2]. L’intØgration de ces
donnØes dans les stratØgies climatiques et les accords internationaux (comme les Accords de Paris)
est devenue indispensable pour Øvaluer les engagements nationaux, adapter les politiques publiques
et renforcer les actions de rØduction des Ømissions. Les missions spatiales futures, notamment pour
la dØtermination des concentrations en CO2 tels que MicroCarb 1 ou CO2M, devront ainsi rØpondre
à des exigences de plus en plus strictes en matiŁre de prØcision, de frØquence d’acquisition, et de
rØsolution spatiale et spectrale.

1. À noter que, dans le cadre de la mission MicroCarb, les sources d’Ømissions naturelles constituent le principal
objet d’Øtude, tandis que les sources anthropiques ne sont considØrØes que comme un produit dØrivØ.

9
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Figure 1.1 � Augmentation observØe du CO2 depuis les annØes 60 [1].

1.1 Sondage atmosphØrique

1.1.1 Introduction

Le sondage atmosphØrique consiste à observer, par tØlØdØtection satellitaire, la structure ver-
ticale et l’Øvolution temporelle des principales variables de l’atmosphŁre. Cette mØthode permet
de dØterminer des pro�ls verticaux ou des colonnes intØgrØes de paramŁtres atmosphØriques tels
que la tempØrature, l’humiditØ, les vents, la nØbulositØ, les aØrosols, ainsi que les concentrations de
gaz comme l’oxygŁne O2, le dioxyde de carbone CO2, le mØthane CH4 ou l’ozone O3. Le sondage
atmosphØrique joue un rôle clØ dans un large Øventail d’applications, allant de la prØvision mØtØo-
rologique au suivi de la couche d’ozone et jusqu’à la surveillance de la composition atmosphØrique,
de ses Øvolutions, ainsi que des impacts sur le bilan radiatif de la Terre. Pour les missions clima-
tiques, la prioritØ est donnØe à l’acquisition de sØries temporelles longues (gØnØralement supØrieures
à cinq ans), condition indispensable à la dØtection de tendances robustes. C’est notamment le cas
des missions telles qu’IASI (Infrared Atmospheric Sounding Interferometer) [3], utilisØes pour le
suivi de long terme de la composition atmosphØrique. Ces donnØes alimentent Øgalement des ser-
vices opØrationnels ou prØ-opØrationnels comme Copernicus C3S (Climate Change Service), qui est
un programme de l’Union europØenne permettant la surveillance continue des changements clima-
tiques à l’Øchelle planØtaire. L’atmosphŁre terrestre est composØe principalement d’azote, d’oxygŁne,
d’argon et de gaz à e�et de serre en proportions plus faibles mais fortement variables dans le temps
et l’espace. La composition atmosphØrique n’est ni stable ni homogŁne : elle dØpend de nombreux
facteurs comme l’activitØ humaine, la saison, la latitude, ou encore les conditions mØtØorologiques lo-
cales. Le sondage atmosphØrique permet de suivre ces variations à di�Ørentes Øchelles temporelles �
de quelques jours à plusieurs annØes � et à di�Ørentes altitudes, o�rant à la fois une vision intØgrØe
(colonne totale) et une rØpartition verticale dØtaillØe des constituants gazeux. Les mesures obtenues
par sondage atmosphØrique reposent en grande partie sur la spectroscopie, discipline fondamentale
qui Øtudie l’interaction entre la matiŁre et le rayonnement ØlectromagnØtique.

1.1.2 Spectroscopie

La spectroscopie constitue une base du sondage atmosphØrique depuis l’espace. En analysant
le rayonnement ØlectromagnØtique Ømis ou rØ�Øchi par la Terre et son atmosphŁre dans di�Ørentes
bandes spectrales � notamment l’ultraviolet (UV), le visible (VIS), le proche infrarouge (NIR) et le
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court infrarouge (SWIR) � il est possible d’accØder à une richesse d’informations sur la composition
atmosphØrique. Chaque molØcule absorbe la lumiŁre à des longueurs d’onde spØci�ques correspon-
dant à des transitions Ølectroniques, vibrationnelles ou rotationnelles. Ces transitions se traduisent
par des raies d’absorption Øtroites et caractØristiques, dont la position prØcise rØvŁle l’identitØ des
gaz prØsents, tandis que la forme et l’intensitØ de ces raies renseignent sur les conditions thermo-
dynamiques locales, telles que la tempØrature et la pression. Selon les missions, les raies spectrales
peuvent Œtre extrŒmement �nes et leur forme est in�uencØe par divers phØnomŁnes physiques, no-
tamment l’Ølargissement Doppler liØ à l’agitation thermique des molØcules, ainsi que l’Ølargissement
provoquØ par les interactions entre molØcules. Pour exploiter pleinement ces signatures spectrales, les
instruments de sondage atmosphØrique sont conçus pour mesurer avec une haute rØsolution spectrale
le rayonnement à di�Ørentes longueurs d’onde.

1.1.3 Instruments utilisØs

Les instruments utilisØs pour le sondage atmosphØrique peuvent Œtre rØpartis en deux catØgories
selon le mode d’acquisition : il y a les instruments passifs, qui mesurent le rayonnement natu-
rellement Ømis ou rØ�Øchi par la Terre et les instruments actifs, qui Ømettent leur propre signal
(gØnØralement un laser) et analysent le signal rØ�Øchi ou rØtrodi�usØ. Les instruments actifs, comme
les lidars, Ømettent un faisceau laser dont le signal rØ�Øchi est mesurØ pour extraire des informations
sur la structure verticale de l’atmosphŁre dont l’exemple de la missions SWOT (altimØtrie radar
interfØromØtrique) ou MERLIN (lidar pour le mØthane). Les instruments passifs mesurent soit la
di�usion atmosphØrique du rayonnement solaire, notamment pour des Øtudes d’aØrosols et d’ozone
dans l’ultraviolet et le visible, soit le rayonnement thermique Ømis par la Terre et son atmosphŁre
qui est mesurØ dans l’infrarouge (dont l’exemple de IASI) soit le rayonnement solaire rØ�Øchi par la
surface terrestre, principalement dans le visible et le proche infrarouge dont l’exemple de MicroCarb
et CO2M qui seront ØtudiØes dans cette thŁse.

Pour ces di�Ørentes missions, les spectromŁtres embarquØs peuvent Œtre de deux types. Les spec-
tromŁtres à transformØe de Fourier (FTS), basØs sur le principe de l’interfØromØtrie, utilisent un
interfØromŁtre dans lequel un faisceau lumineux est divisØ en deux, rØ�Øchi par deux miroirs (dont
l’un est mobile), puis recombinØ. Le signal mesurØ, appelØ interfØrogramme, est ensuite transformØ
en spectre par application d’une transformØe de Fourier. Ce principe est mis en ÷uvre dans l’ins-
trument IASI, qui embarque un interfØromŁtre de Michelson [3]. L’instrument fournit des spectres
trŁs dØtaillØs dans l’infrarouge thermique. Pour interprØter correctement les spectres mesurØs, il est
essentiel de disposer d’un modŁle prØcis de la rØponse spectrale instrumentale [4]. De fait, di�Ørents
e�ets peuvent dØformer cette rØponse, dØ�nie en thØorie par un sinus cardinal, tels que des dØsali-
gnements ou des dØcalages spectraux. Ces e�ets doivent impØrativement Œtre pris en compte dans
le traitement. Les FTS o�rent une excellente rØsolution spectrale et une calibration interne �ne,
mais nØcessitent un traitement sophistiquØ, surtout en cas d’Øchantillonnages irrØguliers ou d’e�ets
chromatiques. En comparaison, les spectromŁtres dispersifs reposent sur la dispersion de la lumiŁre
par un prisme ou un rØseau de di�raction. Les instruments MicroCarb [1] et CO2M [5] en sont des
exemples typiques. Ils projettent la lumiŁre issue d’une fente sur un rØseau de di�raction. Comme
illustrØ en �gure 1.2, qui montre le schØma d’un spectromŁtre de type push-broom issu de [6], chaque
pixel du dØtecteur correspond à une position spatiale (axe Across Track) et à une longueur d’onde
(axe spectral). Cette con�guration permet d’acquØrir à chaque instant une image 2D comportant
une dimension spatiale et une dimension spectrale. Plus prØcisØment, la matrice enregistrØe reprØ-
sente une ligne spatiale (selon l’axe Across Track) dispersØe spectralement sur le second axe. Ainsi,
tous les pixels d’une mŒme colonne ACT correspondent à la mŒme zone au sol, mais à di�Ørentes
longueurs d’onde. Ces systŁmes sont compacts et robustes, et le couple largeur de bande/rØsolution
est limitØ par la taille du dØtecteur. Chaque spectromŁtre possŁde une fonction de rØponse appelØe
Instrument Line Shape (ILS), qui dØcrit la maniŁre dont l’instrument rØpond à une raie spectrale
thØoriquement in�niment �ne. L’ILS est mesurØe par balayage laser, puis utilisØe pour reconstruire
la rØponse spectrale de chaque pixel, c’est-à-dire sa sensibilitØ à l’ensemble des longueurs d’onde.
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Figure 1.2 � SchØma d’un spectromŁtre de type push-broom [6].

Cette rØponse spectrale, appelØe Instrument Spectral Response Function (ISRF), agit comme un
�ltre linØaire appliquØ au spectre incident, et dØ�nit la rØsolution spectrale e�ective de l’instrument.
L’ISRF dØpend de nombreux paramŁtres : con�guration optique, taille des pixels, caractØristiques
de dispersion, conditions thermiques, etc. Sa forme varie gØnØralement en fonction de la longueur
d’onde centrale (c’est-à-dire celle à laquelle le pixel est le plus sensible), ainsi que de la position
sur le dØtecteur. Sa connaissance prØcise est essentielle pour estimer les paramŁtres de composition
atmosphØrique. Cette estimation a lieu par comparaison des spectres mesurØs avec un modŁle de
transfert radiatif. Une erreur sur l’ISRF se traduit en biais dans l’estimation des concentrations de
gaz. La mesure de l’ISRF est gØnØralement e�ectuØe au sol, avant le lancement, à l’aide de lasers
accordables. En vol, une rØ-estimation peut se faire à partir de sources internes ou via des approches
inverses à partir des spectres mesurØs de scŁnes bien caractØrisØes. Toutefois, elle reste complexe à
mettre en place.

1.1.4 MicroCarb et CO2M

Le changement climatique constitue l’un des dØ�s majeurs de notre siŁcle. L’Accord de Paris,
adoptØ lors de la COP21 en 2015, a �xØ comme objectif ambitieux de limiter le rØchau�ement global
à 2°C, voire 1.5°C, par rapport aux niveaux prØ-industriels. Pour suivre et Øvaluer les engagements
des États, la surveillance des gaz à e�et de serre (GES), en particulier le dioxyde de carbone (CO2)
et le mØthane (CH4), est devenue essentielle. Dans ce contexte, plusieurs missions satellitaires ont
vu le jour pour assurer le suivi du cycle du carbone. Des missions pionniŁres telles que GOSAT (1
et 2), OCO-2 et OCO-3 ou TanSat ont permis d’acquØrir les premiŁres cartographies globales des
concentrations atmosphØriques de CO2. Les missions MicroCarb [1] et CO2M [2, 7] s’inscrivent dans
cette continuitØ, avec des objectifs renforcØs en termes de prØcision, de couverture gØographique et
de frØquence d’observation. MicroCarb vise à fournir des mesures prØcises des colonnes de CO2 pour
comprendre les processus gouvernant l’Øvolution de ses concentrations, tandis que CO2M ambitionne
de mettre en place une capacitØ opØrationnelle de cartographie des Ømissions anthropiques à l’Øchelle
des pays et des grandes sources. La �gure 1.1.4 prØsente un aperçu des principales missions spatiales
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Figure 1.3 � Description des missions liØes à la dØtermination des concentrations en CO2 [1].

dØdiØes à la surveillance du CO2 et illustre le positionnement complØmentaire de MicroCarb et de
CO2M. La prØcision visØe pour la dØtermination du CO2 pour ces missions est infØrieure à 0.7
ppmv, avec une biais infØrieur à 0.5ppmv [8], ce qui contraint d’autant plus la calibration. Ce travail
se concentre plus spØci�quement sur l’Øtude et la modØlisation des instruments embarquØs sur ces
deux missions, avec pour objectif de contribuer à l’amØlioration des performances de calibration des
instruments.

La mission MicroCarb est dØveloppØe par le Centre national d’Øtudes spatiales (CNES) et l’Uni-
ted Kingdom Space Agency (UKSA). L’instrument associØ, compact et Øconomique, est plus petit
que les spectromŁtres existants et a ØtØ lancØ le 26 juillet à 2h03 UTC. MicroCarb est un instrument
passif qui utilise un rØseau dispersif en Øchelle pour rØpartir la lumiŁre dans quatre bandes spec-
trales sur une mŒme matrice de dØtection [1]. La premiŁre bande, B1(758.3-768.3 nm), correspond
à une raie d’absorption de O2 et o�re une rØsolution spectrale d’environ 0.01 nm. Les bandes B2
(1596.7-1618.9 nm) et B3 (2023-2051 nm), avec des rØsolutions respectives de 0.02 nm et 0.03nm,
sont sensibles au CO2 et couvrent ses principales raies d’absorption [9]. La quatriŁme bande, B4
(1264-1282.2 nm), est une seconde bande de O2, proche du domaine spectral du CO2, utile pour
la validation des observations de gaz à e�et de serre depuis l’espace 2 [10]. Le schØma de l’instru-
ment MicroCarb, issu de [11], est prØsentØ à gauche de la �gure 1.4. Pour cette mission, le meilleur
compromis entre le temps d’intØgration, le niveau de bruit (SNR) et la probabilitØ de prØsence des
nuages conduit à des champs de vue de 13.5 km suivant l’axe spectral (ACT) et de 9km suivant
l’axe spatial (ALT). Ces champs de vue sont dØcoupØs en trois mesures mitoyennes (�elds of view -
FOVs) de 4.5 km en ACT. Le temps d’intØgration obtenu est de l’ordre de 1.4s.

La mission Copernicus CO2M, dØveloppØe par l’Agence spatiale europØenne (ESA) en collabo-
ration avec la Commission europØenne et EUMETSAT, mettra en ÷uvre un systŁme orbital pour
quanti�er les Ømissions de CO2 d’origine anthropique. CO2M surveillera globalement le CO2, le
CH4 et le NO2 avec un lancement prØvu �n 2026. IntØgrØe au programme Copernicus, cette mission
sera dØployØe sous forme de constellation de satellites exploitØs sur plus de sept ans, qui mesure-
ront la fraction molaire moyenne en colonne de CO2 (XCO2). Chaque satellite dØlivrera des images
continues des radiances �top-of-atmosphere" sur la partie illuminØe de l’orbite, avec une largeur de
fauchØe supØrieure à 250 km et une rØsolution spatiale meilleure que 2 km � 2 km au centre de la

2. Une description dØtaillØe est disponible sur le site du CNES : https://cnes.fr/projets/microcarb

https://cnes.fr/projets/microcarb
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Figure 1.4 � Description des instruments MicroCarb (gauche) [11] et CO2M (droite)[5].

fauchØe. Le schØma de l’instrument CO2M, issu de [5], est prØsentØ à droite au niveau de la �gure
1.4. La charge utile comprend plusieurs spectromŁtres couvrant le proche infrarouge (NIR : 747-773
nm à 0.1 nm), le SWIR-1 (1595-1675 nm à 0.3 nm) et le SWIR-2 (1990-2095 nm à 0.35 nm), ainsi
qu’un spectromŁtre visible (405 - 490 nm à 0.6 nm) dØdiØ à la mesure du NO2, utile pour localiser
les panaches d’Ømissions industriels et urbains [7]. 3.

1.1.5 Transfert radiatif
L’interprØtation des mesures spectrales issues des instruments de sondage atmosphØrique repose

sur la modØlisation du transfert radiatif, qui dØcrit comment le rayonnement ØlectromagnØtique in-
teragit avec l’atmosphŁre et la surface terrestre. La luminance spectrale, ou radiance, correspond à
la puissance rayonnØe dans une direction donnØe par unitØ de surface, par unitØ de frØquence et par
unitØ d’angle solide. Cette grandeur se conserve lors de la propagation dans un milieu transparent
sans absorption ou di�usion, ce qui en fait une quantitØ centrale pour la tØlØdØtection. Le spectre
mesurØ à bord du satellite est la somme des contributions du rayonnement solaire rØ�Øchi par la
surface terrestre (principalement dans le visible et le proche infrarouge), du rayonnement thermique
Ømis par la surface et l’atmosphŁre (dans l’infrarouge), de la di�usion atmosphØrique, et Øventuelle-
ment de la polarisation du signal, qui peut in�uencer l’intensitØ mesurØe (ex. : surfaces ocØaniques
fortement polarisØes). Les raies d’absorption prØsentes dans le spectre mesurØ sont façonnØes par la
concentration des gaz atmosphØriques et le chemin optique parcouru par la lumiŁre. La profondeur
d’une raie dØpend ainsi de la concentration du gaz absorbant, de la longueur du trajet optique, ainsi
que des conditions de pression et de tempØrature, qui in�uencent la forme des raies, notamment par
Ølargissement Doppler qui est dß à la vitesse relative entre la cible et l’observateur. Dans certaines
bandes spectrales, par exemple la bande B3 du CO2 pour MicroCarb, les raies saturØes permettent
d’avoir une sensibilitØ accrue proche de la surface, ce qui est essentiel pour caractØriser les Ømissions
anthropiques.

L’inversion atmosphØrique peut Œtre dØcrite en trois grandes Øtapes, comme c’est le cas pour la
mission CO2M [12] : (1) le prØtraitement, qui consiste à �ltrer les donnØes d’entrØe a�n d’Øliminer
les scŁnes atmosphØriques ou de surface inadaptØes, optimisant ainsi le temps de calcul ; (2) l’Øtape
d’inversion proprement dite ; et (3) le post-traitement, qui �ltre les sorties de l’inversion pour dØ-
tecter et corriger les valeurs aberrantes [12]. L’objectif de l’inversion atmosphØrique est de restituer
les paramŁtres physiques de l’atmosphŁre � tels que les pro�ls verticaux de gaz, la tempØrature ou
l’humiditØ � à partir de mesures spectrales satellitaires. Cette dØmarche repose sur des modŁles
de transfert radiatif qui simulent le spectre attendu pour un Øtat donnØ de l’atmosphŁre, en tenant
compte de la gØomØtrie d’observation, des propriØtØs de surface, de la composition atmosphØrique et
de la rØponse spectrale de l’instrument (ISRF). L’inversion consiste alors à ajuster les paramŁtres du
modŁle pour minimiser l’Øcart entre le spectre simulØ et le spectre mesurØ. Cette procØdure peut Œtre

3. Une description dØtaillØe est disponible sur le site d’EUMETSAT : https://www.eumetsat.int/co2m

https://www.eumetsat.int/co2m
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Figure 1.5 � Principe de mesure du CO2 dans une colonne d’atmosphŁre (gauche) et simulation
pour la mission MicroCarb d’une carte de la concentration sur Paris [1].

rØalisØe à l’aide de l’approche d’estimation optimale (Optimal Estimation retrievial [12]), formalisØe
par Rodgers dans sa rØfØrence fondatrice [13]. Cet ouvrage fournit les bases thØoriques de l’inver-
sion des mesures atmosphØriques, en dØ�nissant les modŁles directs (forward models) qui dØcrivent
les instruments et les processus physiques. Rodgers y propose di�Ørentes mØthodes pour rØsoudre
les problŁmes inverses appliquØs à l’atmosphŁre, s’appuyant sur l’algŁbre linØaire, la thØorie bayØ-
sienne, les modŁles d’Øtat (comme le �ltre de Kalman), la thØorie de l’estimation et l’information
thØorique. Il y dØveloppe Øgalement l’inversion basØe sur l’Øquation du transfert radiatif. L’approche
d’estimation optimale [13] est notamment utilisØe dans l’outil d’inversion 4ARTIC (4AOP Radiative
Transfer Inversion Code) utilisØ par la mission MicroCarb [10]. Cet outil repose sur une approche
bayØsienne, combinant les observations aux informations a priori a�n de contraindre la rØcupØra-
tion des pro�ls verticaux de CO2, notamment dans un contexte d’incertitudes importantes sur les
aØrosols. En�n, certains instruments opØrationnels comme MODIS [14] utilisent une combinaison
d’approches statistiques et physiques pour dØriver les pro�ls atmosphØriques à partir des radiances
infrarouges mesurØes. Les paramŁtres restituØs incluent les concentrations de certains gaz, la tempØ-
rature, l’humiditØ, l’ozone et d’autres variables climatiques clØs, avec une couverture globale, de jour
comme de nuit. Cela illustre l’importance des mØthodes d’inversion physique pour la surveillance
atmosphØrique à l’Øchelle planØtaire.

Une fois les pro�ls verticaux obtenus, l’estimation de la colonne de gaz, comme le CO2, repose sur
l’analyse de bandes spectrales oø ce gaz prØsente de fortes raies d’absorption. Cependant, l’absorption
mesurØe dØpend aussi du trajet optique de la lumiŁre. Pour lever cette ambiguïtØ, on utilise une
bande de rØfØrence, gØnØralement celle de l’oxygŁne (O2), dont la concentration est bien connue. En
comparant les absorptions du CO2 et de l’O2, on peut estimer la longueur du trajet optique, puis
en dØduire la concentration en CO2 dans une colonne atmosphØrique, comme illustrØ en �gure 1.5.
Cette mØthode est notamment utilisØe pour la mission MicroCarb. La �gure prØsente une simulation
de carte de concentration en CO2 que la mission permettra de produire une fois opØrationnelle.

1.2 Calibration des instruments

À partir du modŁle de transfert radiatif et des mesures instrumentales, les donnØes sont traitØes
pour estimer les concentrations en gaz, Øvaluer les performances en vol, et ajuster les paramŁtres
d’Øchelle des algorithmes. La �gure 1.6 illustre les di�Ørents niveaux de produits pour la mission
MicroCarb � une structure commune à de nombreuses missions spatiales d’observation atmosphØ-
rique [1, 8]. Le niveau 0 correspond aux donnØes brutes issues de la tØlØmØtrie, comprenant les
signaux numØriques fournis par le dØtecteur et des mØta-donnØes dont les mesures d’attitudes et
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d’orbites. Au niveau 1, les corrections instrumentales sont appliquØes. En e�et, les instruments sont
exposØs à de nombreuses sources d’erreurs pouvant a�ecter la qualitØ des mesures. L’environne-
ment spatial lui-mŒme � rayonnements ionisants, oxygŁne atomique, particules chargØes, dØgazage,
vide ou encore microgravitØ � peut altØrer les performances instrumentales. Au niveau optique, un
Øchantillonnage insu�sant par rapport à la largeur des raies spectrales peut engendrer de l’aliasing,
imposant ainsi un compromis entre la rØsolution spectrale et le champ de vue. Des imperfections
comme les aberrations gØomØtriques, les e�ets de smile et de keystone, ou les dØfauts de tØlØcentri-
citØ, peuvent altØrer la gØomØtrie de l’image spectrale et modi�er la forme des fonctions de rØponse
spectrale instrumentale (ISRFs). De plus, la lumiŁre parasite, issue de rØ�exions internes (straylight)
ou de rØ�exions multiples (ghosting), produit Øgalement des signaux indØsirables. D’autres facteurs
optiques, tels que la sensibilitØ à la polarisation (en particulier dans les instruments à rØseau de
di�raction), peuvent a�ecter l’interprØtation spectrale, notamment si la scŁne observØe contient des
aØrosols induisant une polarisation partielle de la lumiŁre. Une calibration spectrale imprØcise ou
une rØsolution spectrale dØgradØe peut rØduire la �nesse des raies d’absorption, limitant ainsi la
capacitØ de dØtection des concentrations de gaz. À cela, s’ajoutent des e�ets liØs au dØtecteur : rØ-
manence, bruit de mesure des ISRFs (par exemple du speckle), saturation, artefacts de compression
ou encore dØfauts de focalisation. La stabilitØ mØcanique et thermique de l’instrument en orbite joue
Øgalement un rôle crucial pour maintenir la prØcision de la mesure. Pour rØaliser la calibration, on
soustrait le courant d’obscuritØ (dark), on corrige la non-linØaritØ du dØtecteur, on prend en compte
la transmission optique et la rØponse du dØtecteur (gains linØaires), les artefacts liØs à la lumiŁre
parasite, les pixels dØfectueux, ainsi que les anomalies ponctuelles dues à des ØvØnements tels que
l’impact de protons. On procŁde Øgalement à un recalage spectral, en ajustant les longueurs d’onde
et les rØponses spectrales, et à une estimation de la fonction de rØponse spectrale instrumentale
(ISRF). L’ensemble de ces traitements repose sur un modŁle de l’instrument alimentØ par des ca-
ractØrisations et des calibrations. Au niveau 1b, on dispose de spectres calibrØs radiomØtriquement
et spectralement et gØolocalisØs. Dans certains cas, un recalage spectral dynamique est rØalisØ en
fonction des caractØristiques de la scŁne observØe, notamment en prØsence de forte hØtØrogØnØitØ de
la scŁne. Le niveau 1c, consiste à la projection des mesures sur une grille gØomØtrique spØci�que. Le
niveau 2 correspond à l’inversion atmosphØrique vue prØcØdemment, c’est-à-dire à l’estimation des
paramŁtres atmosphØriques à partir des spectres mesurØs. La connaissance prØcise de l’ISRF est ici
essentielle, car elle conditionne non seulement la �nesse des raies spectrales, mais aussi leur forme en
pouvant les dØformer ou les dØplacer. Une ISRF mal modØlisØe peut dØgrader fortement la qualitØ
de l’inversion. L’un des aspects fondamentaux de la prØcision des produits au niveau 2 rØside dans
la connaissance �ne du modŁle de l’instrument, et en particulier de sa rØponse spectrale. En e�et,
comme l’illustre la �gure 1.7, une erreur de 0.7% sur la connaissance de la largeur à mi-hauteur
(FWHM) des ISRFs peut entrainer une erreur absolue de plus de 1.5 ppmv sur l’estimation de la
concentration en CO2. DŁs lors, une calibration prØcise au sol est indispensable pour garantir la
qualitØ des produits, qui doit dans certains cas, Œtre complØtØe par une recalibration en vol. Cette
calibration vise à rØ-estimer prØcisØment les paramŁtres de l’instrument, en particulier la forme des
ISRFs et leur position spectrale. Elle permet Øgalement de quanti�er les erreurs radiomØtriques et
spectrales, et d’appliquer les corrections nØcessaires pour garantir la �abilitØ des inversions tout au
long de la mission.

Pour des missions comme MicroCarb ou CO2M, la prØcision exigØe pour l’estimation de la
concentration en CO2 impose une connaissance de l’ISRF à mieux de 1%. La variation de formes
des ISRFs selon la longueur d’onde (e�et de stretch par exemple) peut dØpasser ce seuil. En vol,
les ISRFs peuvent Øvoluer en raison de dØplacements mØcaniques post-lancement, de variations des
conditions thermiques ou de l’illumination de la scŁne pour MicroCarb. Il a ØtØ montrØ [15] que
pour certains instruments l’hØtØrogØnØitØ de la scŁne au sol pouvait fortement impacter la qualitØ
des produits atmosphØriques. Selon la distribution d’albØdo ou la prØsence de nuages, la fente d’entrØe
du spectromŁtre peut Œtre illuminØe de maniŁre non-uniforme, modi�ant la forme des ISRFs et donc
la forme des raies d’absorption. Ce phØnomŁne est prØsent sur le spectromŁtre UVN de Sentinel-4
[15] et Øgalement dans les simulations pour MicroCarb. Pour attØnuer cet e�et, di�Ørents systŁmes
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Figure 1.6 � Description des di�Ørents niveaux de produits pour la dØtermination des concentra-
tions en CO2 [1].

Figure 1.7 � Erreur sur la dØtermination de la concentration en CO2 lorsque la FWHM de l’ISRF
est fausse de 0.7%.

d’homogØnØisation de fente (slit homogenizers) ont ØtØ dØveloppØs. Dans [16], un homogØnØisateur
basØ sur des composants optiques a ØtØ proposØ pour rØduire l’impact de scŁnes non-uniformes,
bien que limitØ à la dimension spectrale et laissant subsister des erreurs rØsiduelles. Pour CO2M,
une solution à �bres optiques multi-modes a ØtØ retenue pour homogØnØiser la fente dans les deux
dimensions, spatiale et spectrale [5]. La fente est ainsi composØe de �bres rectangulaires positionnØes
selon l’axe transversal du tØlescope, rendant le systŁme moins sensible aux distorsions optiques de
type smile ou keystone, tout en optimisant les performances vis-à-vis de la lumiŁre parasite. D’un
point de vue dØtecteur, les erreurs radiomØtriques incluent les non-linØaritØs de gain, le courant
d’obscuritØ (dark current), les e�ets de saturation, ainsi que les dØfauts de rØponse locale. Tous ces
phØnomŁnes in�uencent la modØlisation de la rØponse radiomØtrique et doivent Œtre correctement
caractØrisØs pour garantir la prØcision de l’inversion.

Dans ce manuscrit, nous regroupons les erreurs en deux grandes catØgories. Les erreurs spec-
trales incluent les incertitudes sur la forme des ISRF, ainsi que sur la connaissance de leur position
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Figure 1.8 � Comparaison entre spectre rØel et le spectre prenant en compte des erreurs sur la
connaissance des ISRFs (gauche), des dØcalages spectraux (milieu) ainsi que des erreurs radiomØ-
triques (droite).

spectrale et de leur barycentre � ce dernier dØ�nissant la loi de dispersion, c’est-à-dire la corres-
pondance entre longueur d’onde et pixel. Une mauvaise connaissance de cette loi peut engendrer
des dØcalages spectraux. Les erreurs radiomØtriques englobent les dØfauts liØs au dØtecteur : non-
linØaritØs, o�set, bruit et artefacts de compression. La �gure 1.8 illustre l’impact de ces di�Ørentes
erreurs sur un spectre. On y voit qu’une erreur sur l’ISRF a�ecte la forme des raies, tandis que
les dØfauts radiomØtriques modi�ent l’ensemble du spectre, notamment dans le continuum (zones
plates du spectre, insensible à la forme des ISRFs). Les erreurs radiomØtriques introduisent principa-
lement des biais verticaux, tandis que les erreurs de calibration spectrale entraînent des distorsions
horizontales, dØcalant, Ølargissant ou rØtrØcissant les raies selon la longueur d’onde.

1.3 Organisation du manuscrit, contributions et donnØes uti-
lisØes

1.3.1 Organisation du manuscrit
L’objectif de cette thŁse est de dØvelopper des modŁles, des algorithmes et de nouvelles mØthodes

permettant une meilleure caractØrisation des instruments ainsi que de certains dØfauts associØs, a�n
d’amØliorer la qualitØ des mesures de l’atmosphŁre et de sa composition, à partir d’observations satel-
litaires e�ectuØes par des spectromŁtres à haute rØsolution. Plus prØcisØment, le travail se concentre
sur la phase de calibration de l’instrument, avec pour but d’estimer aussi prØcisØment que possible
les fonctions de rØponse spectrale.

Le chapitre 2 est consacrØ à la modØlisation et à l’estimation en vol ou au sol des fonctions
de rØponse spectrale des instruments (ISRFs). Dans la littØrature, ces fonctions sont gØnØralement
reprØsentØes par des modŁles paramØtriques, tels que les fonctions gaussiennes ou leurs gØnØralisa-
tions [17]. Bien que couramment utilisØes, ces modØlisations prØsentent une �exibilitØ limitØe pour
reprØsenter des formes d’ISRFs complexes ou variables. Pour surmonter cette limitation, ce chapitre
propose une approche alternative reposant sur la reprØsentation parcimonieuse des ISRFs dans un
dictionnaire. Le problŁme d’estimation est alors formulØ comme un problŁme inverse sous contrainte
de parcimonie, rØsolu notamment via l’algorithme OMP. Les rØsultats montrent que cette approche
permet d’obtenir des estimations plus prØcises et plus robustes que les mØthodes paramØtriques
classiques. La mØthode a ØtØ appliquØe à di�Ørents instruments, y compris ceux dØcrits dans [17],
a�n d’Øvaluer son application à d’autres missions. Les travaux ont donnØ lieu à plusieurs publica-
tions : un article à la confØrence GRETSI [18], un article à la confØrence IEEE IGARSS [19] sur la
variabilitØ des ISRFs selon la scŁne observØe, et un article de synthŁse publiØ dans la revue Atmos-
pheric Measurement Techniques [20]. Ce dernier prØsente une comparaison Øtendue des approches
parcimonieuses appliquØes à divers instruments. En�n, une mØthode originale d’estimation a ØtØ dØ-
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veloppØe, fondØe sur la maximisation de l’enveloppe quadratique d’une fonction de coßt adaptØe au
problŁme d’estimation des ISRFs. Cette contribution, rØalisØe en collaboration avec Marcus Carlsson
(UniversitØ de Lund, SuŁde), a ØtØ prØsentØe à la confØrence ICASSP [21].

Le chapitre 3 s’intØresse aux di�Ørents dØfauts pouvant a�ecter le spectre mesurØ par un spectro-
mŁtre, notamment les erreurs radiomØtriques et les dØcalages spectraux. Un modŁle mathØmatique
gØnØral a ØtØ ØlaborØ pour dØcrire ces perturbations, en supposant que les di�Ørentes erreurs peuvent
Œtre reprØsentØes par des fonctions polynomiales. Les problŁmes d’estimation associØs s’Øcrivent alors
comme des problŁmes inverses non-linØaires. Dans le cas des erreurs radiomØtriques, une mØthode
itØrative a ØtØ dØveloppØe pour estimer conjointement les ISRFs et les fonctions polynomiales as-
sociØes aux dØfauts radiomØtriques. Cette mØthode exploite plusieurs spectres de rØfØrence pour
identi�er les coe�cients des polynômes et utilise une fenŒtre glissante sur les donnØes mesurØes pour
reconstruire les ISRFs. Ce travail a donnØ lieu à une publication à la confØrence EUSIPCO [22]. En
complØment, une autre contribution a ØtØ publiØe à la confØrence ICSO [23], portant sur le dØbruitage
des ISRFs par reprØsentation parcimonieuse et sur l’estimation conjointe des ISRFs et des erreurs
radiomØtriques en fonction de la scŁne observØe. ParallŁlement, plusieurs modŁles ont ØtØ proposØs
pour traiter les dØcalages spectraux. Une premiŁre approche consiste à estimer les ISRFs à partir
du premier atome du dictionnaire (associØ à la moyenne des ISRFs de base), tandis que le dØcalage
est estimØ en comparant le spectre mesurØ à di�Ørentes convolutions entre l’ISRF et des versions
dØcalØes du spectre de rØfØrence. Cette mØthode simple fournit des rØsultats prometteurs, permet-
tant une estimation initiale des dØcalages tout en maintenant une bonne prØcision sur les ISRFs.
Une seconde approche, plus ØlaborØe, repose sur l’interpolation du spectre et les dØcalages spectraux
sont modØlisØs par une fonction polynomiale. La fonction de coßt associØe est basØe sur la norme
‘2. Pour traiter des dØcalages plus importants une mØthode fondØe sur la distance de Wasserstein,
issue de la thØorie du transport optimal, a ØtØ introduite. Cette distance permet de mieux capter les
dØformations spectrales et assure une meilleure convexitØ du problŁme d’optimisation. Les rØsultats
montrent que, pour des dØcalages faibles, les approches basØes sur la norme ‘2 et sur la distance de
Wasserstein sont Øquivalentes et supØrieures à la mØthode de base. En revanche, dans le cas de dØ-
calages plus marquØs, seule l’approche par transport optimal conserve des performances �ables. Ce
travail sur le transport optimal a ØtØ rØalisØ en collaboration avec Filip Elvander, Assistant Professor
à l’UniversitØ Aalto (Finlande), et a donnØ lieu à une publication à la confØrence EUSIPCO [24] sur
l’estimation conjointe des ISRFs et des dØcalages spectraux. En�n, une derniŁre partie de l’Øtude
a explorØ l’estimation conjointe des ISRFs, des erreurs radiomØtriques et des dØcalages spectraux,
en tenant compte des di�Ørentes rØgions du spectre. En e�et, certaines zones peuvent Œtre plus ou
moins sensibles à un type particulier de dØfaut, ce qui justi�e une estimation localisØe et adaptØe
selon la bande spectrale considØrØe.

Le chapitre 4 propose une gØnØralisation du problŁme inverse prØsentØ prØcØdemment, en l’Øten-
dant au cadre des problŁmes inverses non-linØaires sous contrainte de parcimonie, dans le cas oø la
fonction non-linØaire est paramØtrØe. L’objectif de ce chapitre est double : s’appuyer sur les fonde-
ments thØoriques de l’estimation parcimonieuse tout en intØgrant des non-linØaritØs dans le modŁle,
et Øtudier le potentiel d’un prØconditionnement des dictionnaires, notamment lorsqu’ils sont mal
conditionnØs. Di�Ørentes con�gurations de non-linØaritØs ont ØtØ explorØes, qu’elles soient sØpa-
rables ou non-sØparables mais bijectives. Les approches dØveloppØes ont ØtØ appliquØes à plusieurs
contextes concrets : le dØmØlange spectral en imagerie hyperspectrale d’une part, et l’estimation
des fonctions de rØponse spectrale instrumentale (ISRFs) d’autre part. Ce travail est en cours de
valorisation dans le cadre de la rØdaction d’un article destinØ à la revue IEEE Transactions on Signal
Processing.

Le chapitre 4.6 conclut l’ensemble des travaux menØs, aussi bien dans le cadre linØaire que non-
linØaire, en synthØtisant les rØsultats obtenus et en identi�ant les principales limites des mØthodes
dØveloppØes. Il ouvre Øgalement sur plusieurs perspectives de recherche, notamment autour de nou-
veaux modŁles d’estimation des ISRFs Øvoluant dans le temps. Parmi les pistes envisagØes �gurent
l’utilisation de modŁles d’Øtat, tels que les �ltres de Kalman, ainsi que des architectures fondØes
sur l’apprentissage automatique, comme les rØseaux de neurones rØcurrents de type LSTM ou les
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auto-encodeurs. Une collaboration a d’ailleurs ØtØ initiØe avec Ricardo Borsoi, chercheur CNRS à
l’UniversitØ de Lorraine, autour de l’utilisation du machine learning pour l’estimation des ISRFs et
l’Øtude de leurs variations dans une bande spectrale. En�n, une autre voie prometteuse concerne le
recours à des mØthodes d’apprentissage profond adaptØes aux situations fortement bruitØes, telles
que les autoencodeurs variationnels (VAE) ou les modŁles de di�usion, qui pourraient o�rir une
meilleure robustesse dans des contextes oø les approches classiques atteignent leurs limites.

1.3.2 PrØsentation des donnØes utilisØes
Les donnØes utilisØes dans ce manuscrit proviennent principalement de simulations, les missions

MicroCarb et CO2M n’ayant pas encore ØtØ lancØes au dØbut de la rØdaction. Nous prØsentons
d’abord les spectres de rØfØrence (Øgalement appelØs spectres thØoriques), puis les rØponses spectrales
utilisØes, ainsi que le procØdØ de gØnØration des spectres mesurØs.

Spectres de rØfØrence

Certains spectres de rØfØrence, aussi appelØs spectres thØoriques, utilisØs dans cette Øtude ont
ØtØ gØnØrØs à l’aide du logiciel 4A/OP (Automatized Atmospheric Absorption Atlas) dØcrit dans
[25]. Ce logiciel repose sur un modŁle de transfert radiatif ligne par ligne à la fois rapide et prØcis,
pouvant Œtre intØgrØ dans des chaînes de traitement opØrationnelles incluant l’inversion de problŁmes
inverses [26]. Il a ØtØ sØlectionnØ par le CNES comme modŁle radiatif o�ciel et code de rØfØrence
pour la mission MicroCarb [26]. Les pro�ls atmosphØriques utilisØs proviennent de la base de donnØes
TIGR (Thermodynamical Initial Guess Retrieval), hØbergØe par le portail de donnØes Aeris 4. Un
Øchantillon de cette base a ØtØ sØlectionnØ pour la gØnØration des spectres de rØfØrence dØdiØs à
MicroCarb. Toutefois, les longueurs d’onde observØes par la mission CO2M se situent en dehors des
quatre bandes spectrales utilisØes pour MicroCarb. Dans ce cas et comme pour d’autres instruments
dont les longueurs d’onde di�Łrent de celles de MicroCarb, les spectres de rØfØrence sont extraits de
l’atlas solaire haute rØsolution fourni par Kurucz et al. 5 [27].

Spectres mesurØs et rØponses spectrales

Les spectres mesurØs sont obtenus en convoluant les spectres de rØfØrence avec les fonctions de
rØponse spectrale instrumentale (ISRFs). Des ISRFs typiques ont ØtØ mesurØes ou simulØes pour
chaque instrument. Elles sont normalisØes à une aire unitaire, puis convoluØes avec les spectres de
rØfØrence. Du bruit gaussien additif est ensuite ajoutØ a�n de simuler le bruit radiomØtrique. Puis des
modŁles d’erreurs radiomØtriques et/ou spectraux sont utilisØs pour simuler les di�Ørents dØfauts.
Cette mØthode de gØnØration de donnØes prØsente l’avantage de fournir des ISRFs de rØfØrence
connues (ground truth), permettant ainsi d’Øvaluer la performance des di�Ørentes mØthodes dans
un cadre contrôlØ. Les spectres de rØfØrence comportent en moyenne autour de NR = 628000 points
avec un pas spectral de � R = 2 :93�10� 5nm pour la bande B1, NR = 300000points ØchantillonnØs
avec un pas spectral de � R = 1 :29�10� 4nm pour la bande B2, NR = 360000points ØchantillonnØs
avec un pas spectral de � R = 2 :03�10� 4nm pour la bande B3 et NR = 660000points ØchantillonnØs
avec un pas spectral de � R = 8 :07�10� 5nm pour la bande B4 de MicroCarb et sont obtenus avec le
logiciel 4A/OP. Le spectre de rØfØrence obtenu à partir de l’atlas de Kurucz comporte NR = 138000
points sur la bande NIR (longueurs d’onde d’intØrŒts pour les donnØes CO2M), avec un pas spectral
de � R = 2 :89� 10� 4nm. Ce pas est environ dix fois plus large que celui utilisØ pour la bande B1
de MicroCarb, Øgalement situØe dans le NIR donnant un spectre de rØfØrence moins rØsolu.

Le Centre National d’Etudes Spatiales, Toulouse, France (CNES) a fourni un jeu de donnØes
simulØes pour la mission MicroCarb contenant N� = 1024 ISRFs associØes aux mesures spectrales
dans les quatre di�Ørentes bandes de l’instrument. Pour la bande B1, deux mesures du spectres

4. Les donnØes Aeris peuvent Œtre rØcupØrØes à l’adresse suivante : https://www.aeris-data.fr/en/projects/
thermodynamical-initial-guess-retrieval-tigr/

5. L’atlas solaire est accessible à l’adresse suivante : http://kurucz.harvard.edu/sun/fluxatlas/

https://www.aeris-data.fr/en/projects/thermodynamical-initial-guess-retrieval-tigr/
https://www.aeris-data.fr/en/projects/thermodynamical-initial-guess-retrieval-tigr/
http://kurucz.harvard.edu/sun/fluxatlas/
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sont sØparØes de � s = 0 :0103 et la pØriode d’Øchantillonnage des ISRFs est de l’ordre de � I =
9:54�10� 4nm en moyenne avec N = 895 Øchantillons. Pour la bande B2, deux mesures du spectres
sont sØparØes de � s = 0 :0216 et la pØriode d’Øchantillonnage des ISRFs est de l’ordre de � I =
0:002nm en moyenne avec N = 885 Øchantillons. Pour la bande B3, deux mesures du spectre
sont sØparØes de � s = 0 :0274 et la pØriode d’Øchantillonnage des ISRFs est de l’ordre de � I =
0:0026nm en moyenne avec N = 884 Øchantillons. Et �nalement, pour la bande B4, deux mesures
du spectres sont sØparØes de � s = 0 :0171 et la pØriode d’Øchantillonnage des ISRFs est de l’ordre
de � I = 0 :0016nm en moyenne avec N = 889 Øchantillons. On peut noter que les ISRFs sont en
moyenne 10 fois moins ØchantillonnØes que les spectres de rØfØrence, ce qui peut avoir un impact au
niveau de la modØlisation. Des spectres correspondant à des observations de scŁnes non-uniformes
sont simulØes en utilisant des ISRFs asymØtriques. En pratique, aucune information directe sur
l’hØtØrogØnØitØ d’une scŁne n’est disponible à partir des seuls spectres mesurØs. Ce n’est qu’au
moment de l’inversion, lors de l’estimation des ISRFs, que l’on peut dØtecter des signatures de non-
uniformitØ par la modi�cation des formes des raies et donc des ISRFs. Des dØtails supplØmentaires
sont disponibles dans [28].

L’entreprise Thales Alenia Space, Cannes, France a fourni un jeu de donnØes simulØes pour
la mission CO2M contenant 2000 ISRFs sol et ISRFs vol associØes à 2000 �bres simulØes pour la
bande NIR. Les ISRFs sol sont caractØrisØes lors de la campagne de mesure au sol alors que les
ISRFs vol incluent les dØplacements et le vieillissement de l’instrument, entre la caractØrisation sol
et l’acquisition d’image en vol. On dispose d’informations à la fois spatiales et spectrales à l’aide
d’une grille de 11�11 ISRFs di�Ørentes. En �xant l’axe spatial, on obtient ainsi 11 ISRFs distinctes
le long de l’axe spectral. Pour identi�er l’ISRF associØe aux longueurs d’onde nominales restantes,
notØes �l , une interpolation linØaire a ØtØ rØalisØe entre deux longueurs d’onde nominales connues,
notØes �a et �b. L’ISRF interpolØe est alors dØ�nie par :

Il =
�l � �a

�b � �a
Ib +

�b � �l

�b � �a
Ia (1.1)

Nous obtenons ainsi pour chacune des 2000 �bres, 1024 ISRFs au total le long de l’axe spectrales.
Les spectres mesurØs comportent donc 1024 points, espacØs d’un pas spectral de � s = 0 :0254nm en
moyenne. La pØriode d’Øchantillonnage des ISRFs est de l’ordre de � I = 0 :001nm en moyenne avec
N = 801 Øchantillons.
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Chapitre 2

ModØlisation et estimation des
rØponses spectrales

La prØcision des mesures spectrales constitue un enjeu central pour les missions spatiales dØdiØes à
l’Øtude de l’atmosphŁre. L’un des ØlØments clØ de cette prØcision rØside dans la connaissance �ne des
caractØristiques instrumentales, en particulier des fonctions de rØponse spectrale des instruments
(Instrument Spectral Response Functions, ou ISRFs). Celles-ci dØcrivent, pour chaque pixel l du
dØtecteur, la maniŁre dont l’instrument transforme une radiance incidente en signal mesurØ, en
tenant compte des contributions de la chaîne optique (fente, tØlescope, rØseau de dispersion) et
du dØtecteur lui-mŒme. Les ISRFs sont d’abord calibrØes au sol, mais leur forme peut varier en
vol sous l’e�et de multiples facteurs : chocs mØcaniques liØs au lancement, variations thermiques en
orbite, ou encore sensibilitØs propres à l’instrument, comme celles obtenues avec la scŁne observØe par
l’instrument dans le cas de la mission MicroCarb. Ces variations rendent nØcessaire une rØØvaluation
rØguliŁre des ISRFs, ce qui est l’objectif de ce chapitre.

Dans une premiŁre partie, nous posons les fondements du modŁle proposØ pour l’estimation des
ISRFs. Seule l’information spectrale est considØrØe, de sorte que chaque pixel l est associØ à une
longueur d’onde spØci�que �l et une ISRF est alors dØ�nie pour chaque longueur d’onde. Dans un
premier temps, nous Øtudierons di�Ørentes modØlisations de ces fonctions et proposerons une alter-
native permettant de minimiser l’erreur a�n d’atteindre les performances de mission (section 2.1). Le
modŁle proposØ repose sur la reprØsentation parcimonieuse des rØponses spectrales dans un diction-
naire adaptØ. Il vise à dØpasser les limites des approches paramØtriques traditionnellement utilisØes,
qui peinent à satisfaire les critŁres de prØcision exigØs. Le modŁle sera comparØ aux mØthodes exis-
tantes de la littØrature, tant sur le plan de la prØcision que de la capacitØ de gØnØralisation. Puis,
une mØthode de rØsolution de problŁmes inverses sera utilisØe pour estimer ces rØponses en vol à
partir de spectres mesurØs et de spectres thØoriques (ou spectres de rØfØrence) (section 2.2). Les
rØsultats obtenus seront prØsentØs dans la section 2.3. Finalement, une attention particuliŁre sera
portØe à l’analyse des paramŁtres utilisØs et à l’Øtude de la robustesse de l’approche face à certaines
incertitudes instrumentales et variations des conditions d’observation.

2.1 ModØlisation des rØponses spectrales

Les ISRFs sont tout d’abord mesurØes au sol lors de campagnes de calibration. L’instrument est
alors directement ØclairØ avec un laser accordable. Pour chaque pixel, on e�ectue un scan en longueur
d’onde stable et connue avec un pas d’Øchantillonnage su�samment �n pour construire la rØponse
de chaque pixel pour chaque longueur d’onde. On obtient ainsi une courbe appelØe ILS (pour �Ins-
trument Line Shape�) avec en abscisse l’indice du pixel et en ordonnØe la rØponse du pixel. L’ISRF
d’un pixel est ensuite reconstruite à partir de toutes les ILS à toutes les longueurs d’onde, avec en

23
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Figure 2.1 � Exemples d’ISRFs pour les missions MicroCarb et CO2M.

abscisse la longueur d’onde et en ordonnØe la rØponse d’un mŒme pixel à ces di�Ørentes longueurs
d’onde. On peut produire des ISRFs de scŁnes de di�Ørents types en Øclairant l’instrument avec le
laser de maniŁre uniforme ou en ajoutant des masques qui obturent une partie de l’instrument pour
simuler des scŁnes non-uniformes. La �gure 2.1 illustre des exemples d’ISRFs typiques notamment
dans le cadre des missions MicroCarb et CO2M.

Il peut Œtre compliquØ de construire de maniŁre analytique un modŁle des ISRFs en utilisant
un petit nombre de paramŁtres, car cela demanderait d’incorporer un nombre important de contri-
butions associØes à l’optique de l’instruments (fente, miroirs, sØparateur ou ØlØments dispersifs) au
dØtecteur ou au mode d’acquisitions. L’approximation des ISRFs consiste à approcher ces fonctions
en utilisant un modŁle mathØmatique avec un nombre trŁs petit de paramŁtres tel que l’erreur de
reconstruction entre l’ISRF au pixel l notØe Il et son estimation Îl , dØ�nie par

El =

P N= 2
n=� N= 2

�
�
�Il (n� I ) � Îl (n� I )

�
�
�

P N= 2
n=� N= 2 Il (n� I )

; (2.1)

soit la plus petite possible. La prØcision attendue pour MicroCarb est une erreur infØrieure à 1%
pour chaque longueur d’onde.

2.1.1 ModØlisation paramØtrique

Les modŁles paramØtriques prØsentent l’avantage d’Œtre simples à mettre en ÷uvre, tout en
permettant de modØliser une fonction à l’aide d’un nombre rØduit de paramŁtres. Dans la littØrature,
des approches paramØtriques telles que les modŁles gaussiens ou les gaussiennes gØnØralisØes �
Øgalement appelØes super-gaussiennes [17] � ont ØtØ largement utilisØs pour approcher les ISRFs.
Le modŁle gaussien suppose que l’ISRF à la longueur d’onde �l est dØ�nie par :

Il (�; � G) = AG exp
�
�

(�� �G)2

2�2

�
; (2.2)

oø on rappelle que �l est la longueur d’onde centrale de l’ISRF (correspondant à la position relative
� � = 0 dans les �gures 2.1). Cette ISRF dØpend donc de trois paramŁtres qui sont regroupØs dans
le vecteur � G = ( AG; �G; �2)T qui doit Œtre estimØ. Le modŁle super gaussien suppose que l’ISRF
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est dØ�nie par (avec les notations de [17]) :

Il (�; � SG) = ASG exp

 

�
�
�
�
�
�� �SG

w

�
�
�
�

k
!

; (2.3)

oø � SG = ( ASG; �SG; w; k)T est le vecteur paramŁtre à estimer. Ce deuxiŁme modŁle est plus gØnØral
que le modŁle gaussien, qui correspond au cas particulier oø w =

p
2� et k = 2 . Le paramŁtre w est

un paramŁtre d’Øchelle tandis que k est un paramŁtre de forme qui permet d’obtenir des ISRFs plus
ou moins piquØes ou aplaties. On notera que les modŁles (2.2) et (2.3) di�Łrent lØgŁrement de ceux
prØsentØs dans [17] puisque des paramŁtres supplØmentaires (moyennes �G et �SG et amplitudes AG
et ASG) sont considØrØs. Il est Øgalement possible d’Øtendre les deux modŁles en tenant compte de
possibles asymØtries. Par exemple, le modŁle super-gaussien asymØtrique est dØ�ni par :

Il (�; � SGA
) = ASGA exp

 

�
�
�
�
�

�� �SGA

wSGA + signe(�� �SGA )awSGA

�
�
�
�

kSG A

!

; (2.4)

oø on veut estimer � SGA
= [ASGA ; �SGA ; wSGA ; awSGA ; kSGA ]. Une autre approche consisterait à

gØnØraliser cette formulation à la somme de plusieurs super-gaussiennes, chacune ayant ses propres
paramŁtres à estimer :

Il (�; � 2SG) =
X

i

A2SGi exp

 

�
�
�
�
�
�� �2SGi

wi

�
�
�
�

k i
!

; (2.5)

oø � 2SG = ( A2SGi ; �2SGi ; wi ; ki ; A2SGi )
T est le vecteur paramŁtre à estimer. A notre connaissance,

la modØlisation des ISRFs par une somme de super-gaussiennes n’a pas ØtØ formellement introduite
dans la littØrature, mais a ØtØ utilisØe dans [20], dans le cas particulier de la somme de deux super-
gaussiennes.

D’autres modŁles ont pu Œtre utilisØs pour di�Ørentes missions telles que OMI [29] et TROPOMI
[30]. En e�et, pour l’instrument OMI, les ISRFs ont pu Œtre ajustØes à l’aide d’une combinaison
d’une gaussienne standard et d’une fonction à sommet plat (super-gaussienne (2.3) avec k = 4 ),
dØ�nie sur la grille de longueurs d’onde �l :

Il (�; ; � OMI) = A0 exp

"

�
�
�� �0

w0

� 2
#

+ A1 exp

"

�
�
�� �1

w1

� 4
#

; (2.6)

oø le vecteur à estimer est � OMI = ( A0; �0; w0; A1; �1; w1)T . Dans ce vecteur, A0 et A1 sont les
amplitudes relatives des composantes gaussienne standard et �at-top, �0 et �1 sont leurs positions
centrales respectives, et w0 et w1 dØterminent leur largeur. Pour la bande SWIR de l’instrument
TROPOMI [30], les ISRFs sont modØlisØes par une somme pondØrØe de deux composantes reprØsen-
tant le pic central et les ailes spectrales :

Il (�; � TROPOMI) = (1 � �)P (�; d; s; w; �0) + �P7(�; 
;m; �0); (2.7)

oø � TROPOMI = ( d; s; w; �; 
;m; �0)T . Dans cette Øquation, P est la fonction de pic, obtenue par
convolution d’une distribution skew-normale N2 avec une distribution uniforme de largeur w et P7
est une densitØ d’une loi de Pearson de type VII utilisØe pour modØliser les ailes de l’ISRF. Le
paramŁtre � reprØsente la proportion de la contribution des ailes (0 � � � 1), et �0 est la position
centrale de l’ISRF. La distribution skew-normale centrØe est dØ�nie par :

N2(�; d; s; �0) =
�
1 + erf

�
s�0p

2

��
exp

�
�

1
2
�2
0

�
; (2.8)

avec :

�0 =

p
1� �2

d
(�� �0) + �; � =

p
2s

p
�(1 + s2)

: (2.9)
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La densitØ d’une loi de Pearson de type VII est dØ�nie par :

P7(�; 
;m; c0) =
�( m)



p
� �( m� 1=2)

�
1 +

(�� �0)2


2

� � m

; (2.10)

oø 
 > 0 contrôle la largeur et m > 1=2 la dØcroissance des ailes.
Finalement, d’autres modŁles paramØtriques plus proches de la physique ont ØtØ utilisØs pour

modØliser chaque partie de l’instrument, i.e. le tØlescope, la fente rectangulaire et le spectromŁtre
et un dØtecteur 2D (axe ACT et axe spectral ALT). On peut modØliser la fente en utilisant une
fonction rectangle avec la largeur comme paramŁtre à estimer, la rØponse du tØlescope, modØlisØe
en utilisant une super-gaussienne et la rØponse du spectromŁtre avec une seconde super-gaussienne.
La fonction de rØponse spectrale est alors obtenue en e�ectuant la convolution de ces trois termes :

Il (�; � MI) = rectT (�) �ASG1 exp

 

�
�
�
�
�
�� �l � �SG1

w1

�
�
�
�

k1
!

�ASG2 exp

 

�
�
�
�
�
�� �l � �SG2

w2

�
�
�
�

k2
!

;

(2.11)
oø le vecteur à estimer est � MI = [ T;ASG1 ; �SG1 ; w1; k1; ASG2 ; �SG2 ; w2; k2] et la fonction rect est
dØ�nie par :

rectT (�) =

(
1; si j�j � T

2 ;
0; sinon:

(2.12)

La mØthode d’estimation largement utilisØe pour estimer les paramŁtres � des ISRFs est la
mØthode des moindres carrØs qui consiste à minimiser par rapport au vecteur � la fonction de coßt
suivante :

R_Il (� ) =
N= 2X

n=� N= 2

jIl (n� I ) � Il (n� I ; � )j2 : (2.13)

Une derniŁre modØlisation des ISRFs consiste à utiliser des fonctions splines. Les fonctions splines
sont des outils d’interpolation souples et rØguliers, largement utilisØs pour approcher des fonctions
à partir de donnØes discrŁtes [31]. Elles bØnØ�cient de mØthodes d’estimation e�caces, notamment
lorsqu’on utilise des splines cubiques, qui o�rent un bon compromis entre simplicitØ et qualitØ d’ajus-
tement. Dans ce contexte, on cherche à approcher la fonction I(�) par une fonction f appartenant
à la classe des fonctions deux fois dØrivables, en minimisant le critŁre suivant :

C(f ) =
JX

j =1

[I(�j ) � f (�j )]2 + 

Z

[f00(�)]2d�; (2.14)

oø les �j sont les points d’Øchantillonnage (ou n÷uds), 
 > 0 est un paramŁtre de rØgularisation
contrôlant la tension de la spline, et le terme

R
[f00(�)]2d� pØnalise les courbures excessives, assurant

ainsi une solution su�samment rØguliŁre. Un choix classique pour la fonction f est une fonction
polynomiale par morceaux de degrØ 3, dØ�nie sur chaque intervalle [�i ; �i +1] par :

f (�) = fi (�) = ai (�� �i )3 + bi (�� �i )2 + ci (�� �i ) + di ; 8� 2 [�i ; �i +1]; (2.15)

oø ai , bi , ci et di sont des coe�cients constants propres à chaque sous-intervalle. Les points �1 <
�2 < � � � < �J constituent les n÷uds de l’interpolation. Au total, 4(J �1) coe�cients sont à estimer
pour dØ�nir entiŁrement la fonction spline sur l’ensemble du domaine.

Les rØsultats obtenus sont illustrØs dans la �gure 2.2 pour les quatre bandes spectrales de Micro-
Carb, et dans la �gure 2.3 pour quatre �bres reprØsentatives de l’instrument CO2M. Le tableau 2.1
complŁte cette analyse en prØsentant, pour chaque instrument, l’erreur moyenne d’estimation des
ISRFs associØe à chaque modŁle paramØtrique considØrØ.
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Figure 2.2 � Approximation des ISRFs associØes à l’instrument MicroCarb (modŁles paramØtriques
Gauss (S), Super-Gauss (SG), somme de deux super-gaussiennes (SG_2), super-gaussienne asymØ-
trique (SG_as), modŁle instrumental avec gaussiennes (MI_G), modŁle instrumental avec super-
gaussiennes (MI_SG), modŁle ISRF OMI [29], modŁle ISRF TROPOMI [30], paramØtrisation avec
splines.
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Figure 2.3 � Approximation des ISRFs associØes à l’instrument CO2M (modŁles paramØtriques
Gauss (S), Super-Gauss (SG), somme de deux super-gaussiennes (SG_2), super-gaussienne asymØ-
trique (SG_as), modŁle instrumental avec gaussiennes (MI_G),modŁle instrumental avec super-
gaussiennes (MI_SG), modŁle ISRF OMI [29], modŁle ISRF TROPOMI [30], paramØtrisation avec
splines.
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Table 2.1 � Moyenne des erreurs d’approximation des ISRFs pour les instruments MicroCarb et
CO2M en utilisant les modŁles paramØtriques (Gauss (S), Super-Gauss (SG), somme de deux super-
gaussiennes (SG_2), super-gaussienne asymØtrique (SG_as), modŁle instrumental avec gaussiennes
(MI_G), modŁle instrumental avec super-gaussiennes (MI_SG), modŁle ISRF OMI [29], modŁle
ISRF TROPOMI [30], splines) � en bleu : erreurs d’estimation des ISRFs sous le critŁre de mission.

Erreur moyenne d'estimation des ISRFs (%)
Intrument Bande G SG SG_2 SG_as OMI Splines

B1 15.86 2.03 1.60 0.75 2.21 0.08
MicroCarb B2 13.54 1.20 1.03 0.98 1.68 0.18

B3 12.87 1.04 1.01 0.96 1.55 0.31
B4 14.93 1.57 1.30 0.80 1.87 0.21

�bre 43 18.59 17.61 13.56 7.03 6.25 3.20
CO2M �bre 200 21.11 18.10 15.39 8.32 13.46 3.28

�bre 1016 18.60 16.94 13.48 5.50 5.13 3.69
�bre 1880 19.37 18.29 13.91 6.93 5.26 3.48

On observe que les performances des modŁles dØpendent à la fois de la forme des ISRFs à estimer
(plus ou moins gaussiennes), mais Øgalement des bandes ou �bres analysØes. Pour MicroCarb, les
approximations gaussiennes � qu’elles soient issues du modŁle analytique ou non � ainsi que
la modØlisation TROPOMI, prØsentent les plus faibles performances. Dans certains cas, comme
pour la bande B2, l’approximation TROPOMI s’Øcarte fortement de la forme rØelle de l’ISRF. À
l’inverse, de meilleurs rØsultats sont obtenus avec les modŁles à super-gaussienne simple, la somme
de deux super-gaussiennes et la modØlisation OMI. Les meilleurs rØsultats sont atteints avec les
fonctions splines (qui surpassent tous les autres modŁles) et les super-gaussiennes asymØtriques,
qui permettent d’obtenir des erreurs d’estimation infØrieures à 1% sur l’ensemble des bandes. Pour
l’instrument CO2M, les rØsultats sont lØgŁrement di�Ørents. Les modŁles gaussien et TROPOMI
restent les moins performants, mais cette fois-ci, les modŁles OMI, super-gaussienne et somme de
super-gaussiennes ne parviennent pas non plus à rØduire signi�cativement l’erreur. Les modŁles
qui donnent les meilleures performances globales sont la super-gaussienne asymØtrique, la super-
gaussienne dØrivØe du modŁle physique et les splines. Cependant, aucun des modŁles paramØtriques
testØs ne permet ici de descendre sous le seuil des 1% d’erreur, ce qui souligne la complexitØ de
l’instrument CO2M et la nØcessitØ potentielle de modŁles plus �exibles ou hybrides.

En termes de temps de calcul, les mØthodes les plus coßteuses sont celles basØes sur le mo-
dŁle physique de l’instrument (convolution d’une fonction rectangulaire avec deux gaussiennes ou
super-gaussiennes), ainsi que le modŁle TROPOMI. Cette complexitØ s’explique principalement par
l’utilisation explicite de convolutions numØriques et par le nombre ØlevØ de paramŁtres à estimer.
Viennent ensuite les mØthodes basØes sur la super-gaussienne asymØtrique et la somme de deux
super-gaussiennes, dont la complexitØ est Øgalement accrue en raison du nombre de paramŁtres à
estimer, mais reste modØrØe et compatible avec une utilisation pratique. En�n, les approches les
plus rapides sont les modŁles gaussiens, les super-gaussiennes simples, le modŁle OMI, et les splines,
ces derniŁres bØnØ�ciant à la fois d’une bonne e�cacitØ numØrique et d’une grande �exibilitØ.

2.1.2 ReprØsentation parcimonieuse des ISRFs
L’ISRF peut Œtre di�cile à modØliser analytiquement par un vecteur de paramŁtres de dimension

faible car elle intŁgre un nombre important de �contributeurs� associØs aux ØlØments optiques de
l’instrument (fente, miroir, lentille, sØparatrice, ØlØment disperseur) au dØtecteur et au mode d’ac-
quisition. Les modŁles gaussiens et super-gaussiens parviennent di�cilement à prendre en compte
les di�Ørentes formes d’ISRFs que l’on peut observer en pratique, mŒme lorsque des asymØtries
sont introduites ou que la complexitØ du modŁle est augmentØe. De maniŁre gØnØrale, ces modŁles
manquent de �exibilitØ pour reprØsenter de maniŁre prØcise la variabilitØ structurelle importante
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des ISRFs rencontrØes dans des cas d’usage rØels. Ce constat nous a conduit à proposer une nou-
velle mØthode visant à approcher et estimer avec une grande prØcision les ISRFs des spectromŁtres.
Dans cette optique, nous explorons l’utilisation de reprØsentations parcimonieuses (sparse represen-
tations) dans une base (ou dictionnaire) d’atomes bien choisis. Les modŁles fondØs sur la parcimonie
et l’apprentissage de dictionnaire ont connu un succŁs notable dans de nombreuses applications du
traitement du signal et de l’image [32]. Parmi ces applications �gurent notamment le dØbruitage,
la classi�cation et la reconstruction d’images, l’Øchantillonnage compressØ (compressed sensing), ou
encore la rØduction de dimension. Ces techniques ont dØmontrØ leur capacitØ à modØliser une grande
variØtØ de signaux complexes [33, 34]. Cependant, à notre connaissance, leur utilisation dans le
contexte des spectromŁtres, de la modØlisation des ISRFs ou de l’estimation des paramŁtres instru-
mentaux n’a jamais ØtØ rapportØe. C’est prØcisØment l’objectif de cette partie.

ReprØsentation des ISRFs et construction du dictionnaire

Les reprØsentations parcimonieuses consistent à exprimer un signal donnØ comme une combi-
naison linØaire d’un petit nombre d’ØlØments issus d’un ensemble de motifs de rØfØrence, appelØs
atomes, formant un dictionnaire. Nous proposons ici de dØcomposer l’ISRF dans un dictionnaire
d’atomes � 2 R(N +1)� N D , oø N + 1 correspond au nombre d’Øchantillons de l’ISRF et ND à la
taille du dictionnaire, i.e. au nombre total d’atomes du dictionnaire. En vectorisant l’ISRF avec
I l ,

�
Il (�N

2 � I ); :::; Il ( N
2 � I )

� T 2 RN +1, on obtient l’Øquation suivante :

I l � I K
l = � � l =

KX

k=1

� 
 k �l;k ; l = 1 ; :::; N� ; (2.16)

oø � 
 k est le 
k -iŁme atome sØlectionnØ, i.e. la 
k -iŁme colonne du dictionnaire � et �l;k est le
k-iŁme coe�cient non nul du vecteur parcimonieux � l = [ �l; 1; :::; �l;K ]T 2 RN D . Le dictionnaire est
construit de maniŁre à ce que ses atomes (c’est-à-dire ses colonnes) permettent une reprØsentation
e�cace du signal. Plusieurs mØthodes ont ØtØ proposØes dans la littØrature pour construire un tel
dictionnaire. Ces approches reposent notamment sur l’apprentissage probabiliste, le regroupement
(clustering), la quanti�cation vectorielle ou encore l’infØrence bayØsienne [34]. L’apprentissage du
dictionnaire repose gØnØralement sur une structure d’optimisation en deux Øtapes. La premiŁre
consiste en une phase de codage parcimonieux, visant à dØterminer le vecteur parcimonieux � l qui
minimise la fonction objectif jjI l � � � l jj22 pour un dictionnaire � �xØ. La seconde Øtape correspond
à une mise à jour du dictionnaire, au cours de laquelle � est ajustØ en considØrant � l comme �xØ.
Selon les applications, cette mise à jour du dictionnaire peut Œtre rØalisØe à l’aide d’une solution
analytique, ou obtenue à l’aide d’un algorithme de descente de gradient, ou à partir de donnØes de
rØfØrence (ground truth).

Dans cette section, di�Ørentes approches de construction du dictionnaire � sont ØtudiØes. La
premiŁre mØthode consiste à construire � à partir des ND vecteurs singuliers associØs aux plus
grandes valeurs singuliŁres issues de la dØcomposition en valeurs singuliŁres (SVD) d’une matrice
formØe d’exemples reprØsentatifs d’ISRFs. Cette mØthode est dØcrite dans l’algorithme 2 de l’annexe
A. La seconde mØthode repose sur l’algorithme K-SVD proposØ dans [35], considØrØ comme une mØ-
thode de rØfØrence pour l’apprentissage de dictionnaires. Cet algorithme, rappelØ dans l’algorithme
5 de l’annexe A, est une gØnØralisation de l’algorithme des K-means. Il met à jour les colonnes
du dictionnaire une à une, de maniŁre sØquentielle, en rØalisant K dØcompositions en valeurs sin-
guliŁres sur une matrice d’erreur appropriØe. Notons que l’utilisation de ces deux mØthodes, SVD
et K-SVD, permettent d’obtenir des dictionnaires orthonormaux. D’autres types de dictionnaires
ont Øgalement ØtØ utilisØs dans la littØrature, notamment les dictionnaires d’ondelettes (e.g., Haar,
Gabor) [36, 37], ainsi que des dictionnaires constituØs d’atomes gaussiens ou super-gaussiens. En�n,
un dernier type de dictionnaire utilisØ ici, appelØ dictionnaire de type Dirac, est construit à partir
d’exemples simulØs d’ISRFs de type impulsion centrØe (Dirac) positionnØes à di�Ørentes longueurs
d’onde. Ce dictionnaire sert de rØfØrence simple mais illustrative pour la reprØsentation des ISRFs.
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Figure 2.4 � Illustration des variations entre les ISRFs simulØes au sol et celles en vol pour l’ins-
trument CO2M pour chacunes des quatre �bres sØlectionnØes.

Notons que pour l’instrument CO2M, deux jeux de donnØes sont disponibles : ISRF sol (mesures
e�ectuØes au sol lors de la phase de calibration) et ISRF vol (mesures simulant ou obtenues en
conditions de vol). Ces deux jeux de donnØes prennent en compte des di�Ørences instrumentales,
notamment liØes aux dØplacements optiques ou au vieillissement de l’instrument entre la calibration
au sol et l’utilisation en orbite. La �gure 2.4 illustre ces Øcarts à travers l’erreur dØ�nie dans l’Øquation
(2.1). On observe que cette erreur varie selon les �bres considØrØes. Elle est la plus importante pour
la �bre 41, avec une erreur moyenne supØrieure à 1%, tandis que la �bre 200 prØsente les plus faibles
Øcarts. Dans ce contexte, la construction des dictionnaires SVD et K-SVD pour l’instrument CO2M
est rØalisØe à partir des ISRFs sol, tandis que les spectres mesurØs utilisØs dans les simulations sont
gØnØrØs à partir des ISRFs vol. Cette stratØgie permet d’Øvaluer la robustesse de l’estimation face
aux variations entre calibration et conditions rØelles. Concernant les ISRFs de MicroCarb, un sous-
ensemble de 103 ISRFs est extrait à partir du jeu complet de 1024 ISRFs pour la construction du
dictionnaire, soit environ 10% des donnØes disponibles.

La �gure 2.5 illustre les premiers atomes des dictionnaires construits à l’aide des mØthodes SVD
et K-SVD, pour la bande B1 de MicroCarb (deux �gures en haut) et la �bre 41 de CO2M (deux
�gures en bas). Ces dictionnaires prØsentent des structures similaires, en particulier pour les deux
premiers atomes, qui correspondent aux vecteurs singuliers associØs aux plus grandes valeurs propres.
Le premier atome peut Œtre interprØtØ comme une approximation moyenne de l’ensemble des ISRFs
utilisØs pour l’apprentissage, tandis que le deuxiŁme re�Łte une correction des largeurs des ISRFs en
fonction de la longueur d’onde, comme observØ dans la �gure 2.1. Les autres atomes (d’ordres � 2)
bien que lØgŁrement di�Ørents entre SVD et K-SVD, conservent des formes globalement proches. La
�gure 2.6 montre des atomes tirØs alØatoirement des dictionnaires d’ondelettes : Gabor (1Łre �gure)
et Haar (2-iŁme �gure), et des atomes provenant des dictionnaires de gaussiennes (3-iŁme �gure) et
de super-gaussiennes (4-iŁme �gure). En�n, la derniŁre ligne reprØsente des exemples d’atomes issus
du dictionnaire de Dirac, oø chaque atome correspond à une ISRF centrØe à une longueur d’onde
di�Ørente.
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Figure 2.5 � ReprØsentation des di�Ørents dictionnaires utilisØs (SVD ou K-SVD avec les donnØes
Microcarb ou CO2M et le dictionnaire de Dirac) pour approcher les ISRFs.
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Figure 2.6 � ReprØsentation des di�Ørents dictionnaires utilisØs ( le dictionnaire de Gabor, de Haar
ou construit à partir de gaussiennes ou de super-gaussiennes ) pour approcher les ISRFs.
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ProblŁme d’optimisation associØ et rØsolution

À partir du dictionnaire obtenu, l’objectif est d’estimer les ISRFs avec la meilleure prØcision
possible en recherchant, pour chaque ISRF I l , le vecteur de coe�cients � l introduit dans l’Øqua-
tion (2.16). Ce problŁme s’inscrit dans le cadre du sparse coding, ou codage parcimonieux, dont le
but est de reprØsenter un signal comme une combinaison linØaire d’un nombre rØduit d’atomes du
dictionnaire. Ce problŁme a ØtØ formulØ mathØmatiquement de plusieurs façons dans la littØrature
[32]. L’une des approches classiques repose sur l’utilisation de la pseudo-norme ‘0, qui pØnalise le
nombre de coe�cients non nuls du vecteur � l . Le problŁme d’optimisation associØ s’Øcrit alors :

arg min
� l

L1(� l ; �) = arg min
� l
jjI l � � � l jj22 + �jj� l jj0; l = 1 ; :::; N� ; (2.17)

oø � est un paramŁtre de rØgularisation qui contrôle le compromis entre erreur de reconstruction et
parcimonie des coe�cients. Ce problŁme Øtant non convexe et de complexitØ NP-di�cile, de nom-
breuses mØthodes approchØes et heuristiques ont ØtØ proposØes dans la littØrature pour obtenir des
solutions satisfaisantes. Une approche classique consiste à utiliser des algorithmes gloutons (greedy),
tels que l’algorithme Orthogonal Matching Pursuit (OMP). L’algorithme OMP est une amØlioration
de la mØthode Matching Pursuit (MP) initialement introduite dans [36, 37], qui ajoute une Øtape
d’orthogonalisation à chaque itØration, permettant ainsi une meilleure convergence. L’algorithme
OMP est particuliŁrement bien adaptØ aux dictionnaires des mØthodes SVD, K-SVD ou basØs sur
des ondelettes, car ces dictionnaires sont gØnØralement bien conditionnØs, voir orthonormaux, ce
qui facilite la sØlection des atomes les plus pertinents. En e�et, le principe de l’algorithme OMP
consiste à sØlectionner de maniŁre itØrative les atomes du dictionnaire qui minimisent le rØsidu de
reconstruction, c’est-à-dire qui approchent au mieux le terme d’erreur jjI l � � � l jj22 à chaque Øtape.
L’algorithme OMP utilisØ dans ce travail est dØtaillØ dans l’algorithme 3, en Annexe A.

Une autre approche consiste à remplacer la pseudo-norme ‘0 dans (2.17) par la norme ‘1, ce
qui conduit à un problŁme convexe connu sous le nom de LASSO (Least Absolute Shrinkage and
Selection Operator) [38]. Ce problŁme peut s’Øcrire de la maniŁre suivante :

arg min
� l

L(� l ; �) = arg min
� l
jjI l � � l � l jj22 + 
jj� l jj1; l = 1 ; :::; N� ; (2.18)

oø � est un paramŁtre de rØgularisation contrôlant le niveau de parcimonie du vecteur � l . Contrai-
rement au problŁme basØ sur la norme ‘0, ce problŁme est convexe et admet une solution unique.
Il peut Œtre rØsolu e�cacement à l’aide d’algorithmes d’optimisation comme la mØthode du gra-
dient projetØ ou les mØthodes de points intØrieurs, ØtudiØes par exemple dans [33, 39]. L’algorithme
LASSO prØsente l’avantage d’une bonne stabilitØ numØrique, notamment lorsque les colonnes du
dictionnaire sont corrØlØes, bien qu’il tende à produire des solutions moins parcimonieuses, en rai-
son notamment de l’introduction d’un biais de rØtrØcissement (shrinking bias), contrairement aux
mØthodes gloutonnes comme OMP.

Les algorithmes basØs sur la reprØsentation parcimonieuse o�rent une dØcomposition trŁs �exible
de l’ISRF, car le choix du dictionnaire n’est pas contraint par une forme spØci�que. En e�et, les
fonctions de base peuvent Œtre apprises, par exemple, à l’aide de l’algorithme K-SVD combinØ à des
mØthodes de type Matching Pursuit. L’un des principaux avantages de ces approches est qu’elles ne
nØcessitent aucune hypothŁse prØalable sur la forme des ISRFs. Les mØthodes proposØes permettent
ainsi de s’a�ranchir de l’hypothŁse de forme gaussienne et de s’adapter aux di�Ørentes formes d’ISRFs
de maniŁre totalement non paramØtrique.

RØsultats pour la modØlisation des ISRFs

Les rØsultats d’approximation des ISRFs à l’aide de dictionnaires sont prØsentØs dans cette sec-
tion en utilisant l’algorithme OMP. Les �gures 2.7 et 2.9 illustrent ces rØsultats pour un exemple
d’ISRF estimØe, respectivement sur les quatre bandes spectrales de MicroCarb et sur les quatre
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�bres reprØsentatives de l’instrument CO2M. Pour ces deux instruments, les �gures 2.8 et 2.10 prØ-
sentent les performances globales des mØthodes en termes d’erreur moyenne d’estimation des ISRFs
(en haut) et de temps de calcul par ISRF (en bas).

On observe tout d’abord que les mØthodes basØes sur des dictionnaires d’ondelettes, dØ�nies
prØcØdemment, ne permettent pas de reconstruire les ISRFs avec une prØcision su�sante, quel que
soit l’instrument considØrØ. Les dictionnaires de type gaussien, super-gaussien, et Dirac � ce dernier
donnant les meilleurs rØsultats parmi les trois � permettent d’amØliorer les performances mais res-
tent loin du seuil d’erreur cible �xØ à 1%. Les meilleurs rØsultats sont obtenus avec les dictionnaires
construits par SVD et K-SVD. Ils permettent d’atteindre des erreurs d’approximation infØrieures
à 1% pour les deux instruments à partir de seulement K = 6 atomes non nuls dans le pire des
cas (notamment pour la �bre 200 de CO2M). En moyenne, K = 3 atomes su�sent pour obtenir
une estimation satisfaisante. En ce qui concerne les temps de calcul pour l’estimation d’une ISRF,
ils restent trŁs faibles, quel que soit le dictionnaire ou le nombre d’atomes sØlectionnØs : le temps
de calcul ne dØpasse jamais 0.015s, mŒme dans les cas les plus dØfavorables avec un grand nombre
d’atomes. Pour les dictionnaires SVD ou K-SVD (en excluant la phase de construction du diction-
naire, rØalisØe en amont), les temps de simulation sont infØrieurs à 0.003s. Ces performances sont
bien meilleures que celles des modŁles paramØtriques, avec des temps d’exØcution jusqu’à 10 fois plus
rapides. Comme attendu, le temps de simulation augmente avec la cardinalitØ (c’est-à-dire le nombre
d’atomes non nuls) du vecteur parcimonieux. Cela souligne l’intØrŒt de reprØsentations e�caces avec
un faible nombre d’atomes, qui rØduisent encore le coßt de calcul tout en maintenant une excellente
prØcision.

On peut donc conclure que les mØthodes basØes sur des reprØsentations parcimonieuses des ISRFs
permettent de modØliser ces ISRFs de maniŁre nettement plus prØcise que les di�Ørents modŁles
paramØtriques ØtudiØs prØcØdemment. En particulier, l’utilisation des donnØes rØelles d’ISRFs pour la
construction des dictionnaires permet de mieux capturer leurs variations spØci�ques et de minimiser
les erreurs d’approximation. Dans la suite, les rØsultats d’estimation seront prØsentØs en utilisant
les dictionnaires de type SVD et K-SVD, qui se sont rØvØlØs les plus performants. Ces rØsultats
seront systØmatiquement comparØs à ceux issus de la littØrature [17], reposant sur des modŁles
paramØtriques tels que la gaussienne, la super-gaussienne, et, dans certains cas, des modŁles plus
complexes comme la gaussienne asymØtrique ou la somme de deux gaussiennes.
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Figure 2.7 � Approximation des ISRFs associØes à l’instrument MicroCarb en utilisant la re-
prØsentation parcimonieuse avec dictionnaires SVD, K-SVD, Dirac, Haar, Gabor et Gauss (G) et
Super-Gauss (SG).
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Figure 2.8 � Erreur d’estimation des ISRFs et temps de simulation des mØthodes de reprØsentation
parcimonieuse avec dictionnaires SVD, K-SVD, Dirac, Haar, Gabor et Gauss (G) et Super-Gauss
(SG) pour l’instrument MicroCarb.
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Figure 2.9 � Approximation des ISRFs associØes à l’instrument MicroCarb en utilisant la re-
prØsentation parcimonieuse avec dictionnaires SVD, K-SVD, Dirac, Haar, Gabor et Gauss (G) et
Super-Gauss (SG).
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Figure 2.10 � Erreur d’estimation des ISRFs et temps de simulation des mØthodes de reprØsentation
parcimonieuse avec dictionnaires SVD, K-SVD, Dirac, Haar, Gabor et Gauss (G) et Super-Gauss
(SG) pour l’instrument CO2M.

2.1.3 PrØsence de bruit dans les mesures des ISRFs
Lors de la calibration au sol, le dispositif de mesure peut fortement dØgrader la prØcision des

ISRF estimØes. En e�et, chaque point de l’ISRF est mesurØ indØpendamment à l’aide d’un laser, et
plusieurs sources d’erreurs peuvent provenir de ce systŁme, notamment :

� Le bruit d’acquisition, qui peut entraîner une erreur d’approximation normalisØe de l’ISRF
comprise entre 0.5% et 5%.

� Les variations de stabilitØ de puissance du laser, qui peuvent entraîner une dØrive liØe à
l’augmentation de la puissance du laser. En pratique, chaque point de l’ISRF est mesurØ
indØpendamment, et à mesure que la puissance du laser augmente, une dØrive peut apparaître :
les points de l’ISRF peuvent Œtre dØcalØs verticalement. Ce dØcalage peut Œtre linØaire entre
deux mesures ou totalement alØatoire, et le degrØ d’alØa peut varier selon les points considØrØs.
En pratique, ce dØcalage est compris entre 0.05 et 0.005 de la valeur maximale de l’ISRF.

� Les variations de stabilitØ en longueur d’onde, qui peuvent entraîner une incertitude sur
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la connaissance prØcise de la longueur d’onde du laser. Cela peut introduire un dØcalage
horizontal des mesures, c’est-à-dire un Øchantillonnage irrØgulier de l’ISRF avec une grille
d’Øchantillonnage inconnue. Le dØcalage est compris entre FWHM/100 et FWHM/1000 oø
FWHM est la largeur à mi-hauteur.

La �gure 2.11 illustre ces quatre types d’erreurs : en haut pour la bande B1 de MicroCarb, et en
bas pour la �bre 41 de CO2M. On y dØ�nit le cas limite comme le pire cas possible pour l’ensemble
des trois erreurs possibles pour les deux instruments. Par exemple, pour les donnØes MicroCarb,
cela entraine des erreurs totales simulØes à 40.61% (le bruit d’acquisition entrainant une erreur
d’approximation à 5.33%, les variations de stabilitØ de la puissance laser entrainant une erreur de
38.6% et les variations de connaissance de la longueur d’onde laser entrainant des erreurs limites à
0.95%). On observe que les erreurs liØes au laser peuvent fortement altØrer la forme des ISRFs et
introduire un bruit signi�catif dont il est nØcessaire de s’a�ranchir. L’ISRF estimØe ~Il associØe au
pixel l et à la longueur d’onde �l peut Œtre exprimØe comme une version perturbØe de la vraie ISRF
Il , comme suit :

~Il (�l ) = Il (�l + �l ) + �l ; (2.19)

oø �l reprØsente le bruit d’acquisition ainsi que le dØcalage vertical, et �l correspond au dØca-
lage horizontal lors d’une mesure. Le problŁme de dØbruitage des ISRFs peut Œtre rØsolu en mi-
nimisant la norme du rØsidu entre la mesure et un modŁle d’ISRF. On peut à nouveau utiliser
des modŁles paramØtriques (gaussien, super-gaussien [17], ou encore gaussienne asymØtrique ou
splines) ou des modŁles basØs sur la reprØsentation parcimonieuse dØ�nie prØcØdemment. En e�et,
ces modŁles ont ØtØ utilisØs avec succŁs dans plusieurs applications de traitement d’images, notam-
ment pour le dØbruitage [40]. On reprØsente de nouveau la l-iŁme ISRF bruitØe comme un vecteur
~I l ,

� ~Il (�N
2 � I ); :::; ~Il ( N

2 � I )
� T 2 RN +1 et on cherche à la dØcomposer dans le dictionnaire d’atomes

� 2 R(N +1)� N D comme suit :

~I l = � � l ; (2.20)

oø � l 2 RN D est un vecteur parcimonieux qui est obtenu en rØsolvant le problŁme d’optimisation :

arg min
� l
jj~I l � � � l jj + �jj� l jj0: (2.21)

Pour rØsoudre ce problŁme, les dictionnaires de type SVD et K-SVD sont utilisØs, et l’algorithme
employØ pour le dØbruitage est l’Orthogonal Matching Pursuit (OMP) [36, 37]. Les estimations
obtenues avec OMP sont comparØes à celles issues des modŁles paramØtriques. Les rØsultats sont
illustrØs dans la �gure 2.12 et conduisent aux observations suivantes. Dans le contexte du dØbrui-
tage des ISRFs, les modŁles à base de splines cubiques et les modŁles gaussiens donnent globalement
les pires rØsultats. Pour les deux instruments, la meilleure paramØtrisation est la super-gaussienne
asymØtrique. Cependant, dans tous les cas, les performances restent loin de l’objectif attendu de
1% d’erreur. Les meilleurs rØsultats sont obtenus avec la mØthode basØe sur la reprØsentation par-
cimonieuse, avec une cardinalitØ de K = 2 atomes non nuls dans le meilleur et le cas limite pour
MicroCarb. Pour CO2M, dans la situation normale, les meilleurs rØsultats sont obtenus avec K = 4
atomes, tandis que dans le cas limite, la cardinalitØ varie entre K = 2 et K = 3 . Dans tous les cas,
l’erreur normalisØe d’approximation de l’ISRF reste infØrieure à 1%, ce qui dØmontre l’e�cacitØ de
la mØthode pour le dØbruitage des ISRFs.

Dans le cas limite, des tentatives ont ØtØ menØes pour amØliorer les rØsultats en combinant des
techniques classiques de dØbruitage à une reprØsentation parcimonieuse dans un dictionnaire. Les
rØsultats obtenus sont illustrØs dans la �gure 2.13. Ces mØthodes visent à supprimer le bruit en
exploitant les propriØtØs du signal dans di�Ørents domaines de transformation. Une fois le bruit
rØduit, le signal dØbruitØ est projetØ dans le dictionnaire pour une meilleure approximation. Parmi
les techniques testØes, la transformØe de Fourier (en rouge sur la �gure) permet de passer dans le
domaine frØquentiel a�n de supprimer les composantes de haute frØquence associØes au bruit. Cette
mØthode est particuliŁrement e�cace face à un bruit large bande, bien qu’elle puisse attØnuer les
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dØtails �ns du signal. Le �ltre de Savitzky�Golay [41] (notØ SG en vert) repose sur une rØgression
polynomiale locale permettant de lisser le signal tout en prØservant ses caractØristiques principales.
Il est bien adaptØ aux signaux prØsentant des variations lentes et rØguliŁres. Dans notre cas, les
meilleurs rØsultats ont ØtØ obtenus avec un polynôme d’ordre 2 et une fenŒtre de taille 13. La
mØthode de variation totale [42] (notØe TV en jaune) est une approche de rØgularisation trŁs utilisØe
en traitement d’images pour supprimer le bruit tout en conservant les discontinuitØs (comme les
bords). Elle vise à minimiser les variations du signal tout en prØservant ses structures essentielles.
Elle a ici ØtØ implØmentØe à l’aide de l’algorithme de point �xe itØratif de Chambolle [43]. Le
dØbruitage par ondelettes [44] (notØ Wavelet en violet) repose sur une dØcomposition multi-Øchelle
du signal. Cela permet de traiter sØparØment les composantes basse et haute frØquence, facilitant
ainsi l’attØnuation du bruit tout en conservant les dØtails pertinents. L’algorithme utilisØ repose
sur la fonction denoise de MATLAB, combinant les ondelettes Daubechies bd6 avec une mØthode
bayØsienne de seuillage [45]. En�n, le �ltre de Wiener [46] (en rose) est un �ltre adaptatif conçu pour
minimiser l’erreur quadratique moyenne entre le signal estimØ et le signal rØel. Il est particuliŁrement
performant en prØsence de bruit gaussien, et peut s’appliquer dans divers domaines, y compris
frØquentiel.

En appliquant ces techniques de dØbruitage, on observe à partir de la �gure 2.13, que la cardi-
nalitØ optimale K des atomes non nuls reste inchangØe. Cependant, une analyse plus approfondie
rØvŁle que l’utilisation de mØthodes telles que le �ltre de Savitzky-Golay et le �ltre de Wiener permet
d’amØliorer lØgŁrement la solution, notamment pour MicroCarb, indØpendamment du dictionnaire
utilisØ. Pour CO2M, l’application de techniques de dØbruitage supplØmentaires amØliore davantage
la solution, avec le �ltre de Savitzky-Golay o�rant les meilleurs rØsultats. D’autres mØthodes de
dØbruitage pourraient Øgalement Œtre envisagØes dans la suite de ce travail. En particulier, les mo-
dŁles de di�usion pour le dØbruitage [47] suscitent actuellement un fort intØrŒt dans la littØrature.
Ces approches reposent sur des processus gØnØratifs probabilistes permettant de reconstruire un
signal propre à partir d’une version bruitØe via une sØrie d’Øtapes stochastiques inverses. Elles ont
notamment ØtØ largement utilisØes dans le domaine biomØdical, par exemple pour le dØbruitage de
signaux ECG [48], et pourraient Œtre adaptØes au contexte du traitement des ISRFs en raison de
leur grande capacitØ de modØlisation et de leur robustesse face à di�Ørents types de bruit.
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Figure 2.11 � Exemple des impacts possibles des erreurs de mesure avec le laser sur les ISRFs pour
la bande B1 de MicroCarb (4 �gures du haut) et la �bre 41 de CO2M (4 �gures du bas).
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Figure 2.12 � RØsultats de l’estimation des ISRFs dans le cas bruitØ avec les ISRFs associØ à la
bande B1 de MicroCarb et à la �bre 41 de CO2M.

Figure 2.13 � RØsultats de l’estimation des ISRFs dans le cas bruitØ et en ajoutant des mØthodes
de dØbruitage avec les ISRFs associØ à la bande B1 de MicroCarb et à la �bre 41 de CO2M.

2.1.4 Conclusion sur la modØlisation des ISRFs
Dans cette partie, nous avons proposØ une nouvelle modØlisation des ISRFs basØe sur leur reprØ-

sentation parcimonieuse dans un dictionnaire adaptØ. Cette approche a ØtØ comparØe à di�Ørents
modŁles issus de la littØrature. Seuls les modŁles de type super-gaussien asymØtrique, les splines
cubiques et les modŁles fondØs sur la somme de deux gaussiennes permettent d’obtenir des rØsultats
compØtitifs, mais ils restent signi�cativement moins prØcis que ceux obtenus par la reprØsentation
parcimonieuse pour les deux instruments MicroCarb et CO2M.

Di�Ørents types de dictionnaires ont ØtØ testØs. Parmi eux, les dictionnaires construits via les
mØthodes SVD et K-SVD se sont rØvØlØs Œtre les plus performants. Non seulement ils permettent
de rØduire considØrablement l’erreur d’estimation des ISRFs en dessous du seuil de 1%, mais ils
sont Øgalement les plus rapides en termes de temps de calcul. Les meilleures performances sont
gØnØralement atteintes avec une cardinalitØ faible, autour de K = 3 à 6 atomes non nuls, selon la
bande spectrale et la mission. Dans certains cas, les erreurs d’approximation descendent mŒme en
dessous de 0.1%.

Par ailleurs, les mØthodes proposØes ont ØtØ appliquØes au problŁme du dØbruitage des ISRFs. Les
rØsultats montrent que la reprØsentation parcimonieuse conserve de bonnes performances globales,
mŒme dans des conditions bruitØes plus extrŒmes (cas limite), bien que les performances puissent
lØgŁrement se dØgrader. Il a Øgalement ØtØ dØmontrØ qu’il est possible d’amØliorer les rØsultats en
combinant la reprØsentation parcimonieuse avec des techniques classiques de dØbruitage (comme
Savitzky-Golay ou le �ltre de Wiener), ce qui permet dans certains cas d’obtenir des estimations
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lØgŁrement plus prØcises, selon l’instrument considØrØ. Il serait intØressant, dans le cadre de travaux
futurs, d’explorer l’intØgration de mØthodes de dØbruitage issues de l’apprentissage automatique,
telles que les autoencodeurs ou les modŁles de di�usion, qui ont rØcemment montrØ de trŁs bonnes
performances dans divers contextes de traitement de signal, notamment en environnement bruitØ.

Dans la suite, nous utiliserons les mØthodes classiques de la littØrature, telles que les modØlisations
gaussiennes et super-gaussiennes, que nous comparerons aux mØthodes parcimonieuses basØes sur
des dictionnaires de type SVD ou K-SVD, dans le cadre de l’estimation des ISRFs en vol à partir
de spectres mesurØs et de spectres de rØfØrence.

2.2 Estimation des ISRFs en vol : un problŁme inverse

2.2.1 Formulation du problŁme inverse
L’estimation en vol des ISRFs repose sur l’observation de scŁnes supposØes parfaitement connues

sur les plans radiomØtrique et spectral (comme le Soleil, la Lune, ou encore des scŁnes uniformes
telles que des dØserts), que l’on dØsigne par spectres thØoriques (ou spectres de rØfØrence). Ce spectre
de rØfØrence correspond au spectre à l’entrØe de l’instrument et est supposØ connu lors du processus
de calibration. Le principe de l’estimation consiste à dØterminer, pour chaque longueur d’onde
�l , l’ISRF Il (�) qui minimise une mesure de similaritØ entre le spectre mesurØ s(�l ) et le spectre
thØorique r(�) convoluØ avec l’ISRF [49, 29] :

s(�l ) = ( r � Il )(�l ) =
Z

R
r(�l � u)Il (u) du; l = 1 ; : : : ; N� ; (2.22)

oø � dØsigne la convolution, et N� est le nombre total de longueurs d’onde centrales �l , chacune
Øtant associØe à une ISRF Il et un pixel du dØtecteur l. AprŁs discrØtisation, cette Øquation peut
s’Øcrire :

s(�l ) �
N= 2X

n=� N= 2

r(�l � n�) Il (n� I ); l = 1 ; : : : ; N� ; (2.23)

oø � I est la pØriode d’Øchantillonnage (sØparant deux points consØcutifs de l’ISRF) supposØe
constante. Il serait envisageable d’estimer les fonctions ISRF à partir de plusieurs spectres thØo-
riques. Toutefois, cela nØcessiterait de disposer de spectres de rØfØrence à la fois nombreux, bien
caractØrisØs, et prØsentant des variations spectrales su�samment marquØes et diverses. En l’ab-
sence de telles conditions, notamment dans les zones spectrales plates oø l’information spectrale
est faible, il devient di�cile d’estimer prØcisØment les ISRFs. Dans ce contexte, on fait l’hypothŁse,
(vØri�Øe empiriquement) que les ISRFs varient peu d’une longueur d’onde à l’autre. Autrement dit,
on considŁre qu’elles sont localement constantes. Cette hypothŁse permet d’estimer les ISRFs sur
une fenŒtre glissante, en supposant que celles-ci ne changent pas signi�cativement au sein de cette
fenŒtre. Pour cela, on utilise une fenŒtre d’observation centrØe autour de la longueur d’onde �l ,
dØ�nie par Wl =

n
�l � L

2
; : : : ; �l+ L

2

o
, contenant ainsi L + 1 observations.

En injectant l’expression parcimonieuse de l’ISRF dans un dictionnaire (cf. Øquation (2.16)) dans
(2.23), le problŁme revient alors à rØsoudre un problŁme inverse linØaire, que l’on peut formuler et
rØsoudre en s’appuyant sur la reprØsentation parcimonieuse des ISRFs dans un dictionnaire :

sl = R l I l = R l � � l ; l = 1 ; :::; N� ; (2.24)

oø sl =
h
s

�
�l � L

2

�
; :::; s

�
�l+ L

2

�i T
2 RL +1 est le spectre mesurØ dans la fenŒtre glissante et

R l =
h
r l � L

2
; :::; r l+ L

2

i T
2 R(L +1)� (N +1) est une matrice contenant le spectre de rØfØrence inter-

polØ aux longueurs d’onde de la fenŒtre glissante. Le calcul de cette interpolation est dØcrit dans
l’ annexe A avec l’algorithme 1. On peut dØ�nir un nouveau dictionnaire en utilisant la matrice
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du spectre de rØfØrence et le dictionnaire des ISRFs, i.e. 	 l = R l � 2 R(L +1)� (N D ) et le problŁme
d’estimation des ISRFs se ramŁne à la recherche du vecteur parcimonieux � l qui minimise le rØsidu
jjsl � 	 l � l jj22. Une particularitØ importante de cette formulation rØside dans le fait que le diction-
naire rØsultant n’est plus nØcessairement bien conditionnØ, contrairement au cas d’estimation directe
des ISRFs. En e�et, dans le cas d’une estimation directe des ISRFs, le dictionnaire � est construit
à partir de la SVD d’un ensemble reprØsentatif d’ISRFs. Cette construction garantit une certaine
orthogonalitØ entre les atomes du dictionnaire, ce qui favorise un bon conditionnement et facilite
l’identi�cation des composantes parcimonieuses. Cependant, dans la formulation utilisØe ici, cette
propriØtØ d’orthogonalitØ n’est plus valide. En particulier, pour chaque fenŒtre glissante de taille
L + 1 utilisØe dans le processus d’inversion, le dictionnaire original � est multipliØ par une ma-
trice contenant les spectres de rØfØrence associØs à la fenŒtre, notØe R l . Ce produit matriciel donne
naissance à un nouveau dictionnaire e�ectif, notØ 	 l = R l � . Or, cette opØration a pour e�et de
dØgrader les propriØtØs de conditionnement initialement assurØes par la SVD. Le dictionnaire 	 l

ainsi obtenu peut devenir mal conditionnØ, rendant la rØsolution du problŁme inverse plus di�cile
numØriquement, et potentiellement plus instable. Une Øtude du prØ-conditionnement du dictionnaire
sera par ailleurs e�ectuØs lors de la partie thØorique de ce manuscrit au chapitre 4.

2.2.2 RØsolution en utilisant la reprØsentation parcimonieuse
Un nouveau problŁme de codage parcimonieux peut Œtre formulØ comme dans l’Øquation (2.17).

On peut utiliser une rØgularisation avec la pseudo-norme l0, notØe jj � jj0, avec un paramŁtre de
pØnalitØ 
, ce qui conduit au problŁme suivant :

arg min
� l

L1(� l ; 
) = arg min
� l
jjsl � 	 l � l jj22 + 
jj� l jj0; l = 1 ; :::; N� : (2.25)

Nous rappelons que ce problŁme reste non convexe et de complexitØ NP-di�cile. MŒme si 	 l

n’est plus orthonormal, il est toujours possible d’utiliser des heuristiques e�caces pour approcher une
solution, comme les mØthodes gloutonnes. Plus particuliŁrement, dans ce chapitre nous utiliserons
l’algorithme Orthogonal Matching Pursuit (OMP) [36, 37] dont le pseudo-code est rappelØ en annexe
A (Algorithme 3). Dans cet algorithme, à chaque itØration, l’atome du dictionnaire 	 l sØlectionnØ est
celui qui permet de mieux approximer le terme de �dØlitØ aux donnØes, dØ�ni comme jjsl � 	 l � l jj22.
L’algorithme itŁre jusqu’à minimisation du rØsidu d’erreur restant.

Par ailleurs, on peut à nouveau remplacer la pseudo-norme ‘0 dans l’Øquation (2.25) par la norme
‘1, ce qui permet de reformuler le problŁme en la version convexe nommØe LASSO [38] :

arg min
� l

L2(� l ; 
) = arg min
� l
jjsl � 	 l � l jj22 + 
jj� l jj1; l = 1 ; :::; N� : (2.26)

L’utilisation du terme 
jj� l jj1 dans la mØthode LASSO comme approximation de 
jj� l jj0 dans
(2.25) s’explique par le fait que la pseudo-norme ‘0 est fortement discontinue et non convexe, ren-
dant l’optimisation instable. À l’inverse, la norme ‘1 est convexe et continue, ce qui permet de
calculer facilement son opØrateur proximal. Pour rØsoudre ce second problŁme, nous utilisons l’al-
gorithme �LASSO" de Matlab, auquel nous appliquons une procØdure permettant de sØlectionner
le nombre appropriØ de coe�cients non nuls. Cette procØdure est dØtaillØe dans l’algorithme 4 de
l’annexe A. Nous rappelons qu’une particularitØ de cette relaxation est qu’elle introduit un biais de
rØtrØcissement �shrinking bias" bien connu, qui peut dØgrader les performances de l’estimation, en
particulier pour des valeurs ØlevØes de 
 nØcessaires à l’obtention de solutions trŁs parcimonieuses,
c’est-à-dire avec un faible nombre d’atomesK. Comme montrØ dans nos premiŁres expØriences, notre
objectif est d’estimer correctement les ISRFs avec un nombre rØduit de paramŁtres ; or, comme vu
prØcØdemment, l’algorithme OMP donne dØjà de bons rØsultats pour de faibles valeurs de K. Ainsi,
LASSO tend à donner de moins bonnes performances sur l’ensemble des valeurs du paramŁtre 
 :
de faibles valeurs de 
 entraînent des reprØsentations avec beaucoup d’atomes, tandis que de fortes
valeurs de 
 introduisent un biais de rØtrØcissement qu’il faut ensuite corriger une fois les atomes
sØlectionnØs.
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Figure 2.14 � Illustration des trois di�Ørentes rØgularisations (‘0, ‘1 et basØe sur les enveloppes
quadratiques) en 1D.

RØcemment, une famille plus �exible de rØgularisations basØe sur les enveloppes quadratiques a
ØtØ introduite [50]. L’utilisation de cette rØgularisation permet d’obtenir un problŁme �nal convexe
tout en se rapprochant davantage du comportement de la norme ‘0. En e�et, la �gure 2.14 illustre,
dans un cas unidimensionnel, les trois types de rØgularisation considØrØs : la norme ‘0, la norme ‘1
et la rØgularisation fondØe sur les enveloppes quadratiques. La norme ‘1 constitue une relaxation
convexe de la norme ‘0, ce qui permet de rendre le problŁme optimisable plus facilement, mais elle
est relativement ØloignØe du comportement rØel de la norme ‘0. En revanche, la rØgularisation par
enveloppes quadratiques permet non seulement de conserver la convexitØ du problŁme, mais aussi de
mieux approximer la forme de la norme ‘0, comparØe à la relaxation ‘1. Elle o�re ainsi la possibilitØ
d’obtenir des reprØsentations parcimonieuses contenant exactement K coe�cients non nuls, sans
introduire de biais signi�catif [51]. En remplaçant 
jj� l jj0 par l’enveloppe quadratique, on obtient
la formulation suivante :

arg min
� l

L3(� l ; 
) = arg min
� l
ksl � 	 l � l k22 + Q
 (jj� l jj0)( � l ); (2.27)

oø l’enveloppe quadratique Q
 (jj � jj0) est dØ�nie comme le supremum point par point de toutes les
fonctions quadratiques de la forme � l 7! r � 


2 j� l � � j2 telles que cette fonction soit infØrieure à
jj� l jj0, avec 
 > 0 un paramŁtre de rØgularisation. Il a ØtØ montrØ que, sous certaines conditions,
notamment sur 
, cette rØgularisation conserve le mŒme minimum global que la fonctionnelle d’ori-
gine, i.e. les minima globaux de (2.27) et (2.25) sont identiques. L’application de cette pØnalitØ
a ØtØ largement ØtudiØe thØoriquement dans divers contextes (voir par exemple [51, 52, 53, 54]),
et il a ØtØ dØmontrØ qu’elle donne de maniŁre consistante de meilleurs rØsultats que les mØthodes
concurrentes. En pratique, pour minimiser (2.27) à l’aide d’algorithmes tels que ISTA ou son ac-
cØlØration FISTA, il est nØcessaire de calculer l’opØrateur proximal de Q
 (jj � jj0). Les dØtails sur
le calcul de cet opØrateur proximal sont disponibles dans [55] ou dans le �chier readme du dØpôt
https://github.com/Marcus-Carlsson/Quadratic-Envelopes , oø l’implØmentation de cet opØ-
rateur peut Øgalement Œtre tØlØchargØe. Dans ce chapitre, nous avons recours à l’algorithme FISTA
pour rØsoudre ce problŁme. Les dØtails de son implØmentation dans le cadre de l’estimation des
ISRFs sont prØsentØs dans l’algorithme 6, en annexe A.

L’approche proposØe pour estimer les ISRFs en rØsolvant l’un des problŁmes (2.25), (2.26), et
(2.27) sera dØsignØe par l’acronyme SPIRIT, pour�SParse representation of Instrument spectral
Response Functions using a dIcTionary�.

2.3 RØsultats obtenus pour le problŁme inverse
La section suivante prØsente les rØsultats obtenus pour l’estimation des ISRFs. Les performances

des di�Ørentes mØthodes sont ØvaluØes à la fois en termes de qualitØ de l’estimation des ISRFs et de

https://github.com/Marcus-Carlsson/Quadratic-Envelopes
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rØsidu entre les spectres mesurØs et les spectres reconstruits. La qualitØ de l’estimation des ISRFs
est quanti�Øe à l’aide de l’erreur absolue entre l’ISRF rØelle et son estimation :

El =
N= 2X

n=� N= 2

jIl (n� I ) � Îl (n�) j:

Notons que pour l’instrument considØrØ, les ISRFs (simulØes ou reconstruites) sont supposØes nor-
malisØes à une aire unitaire. Le rØsidu entre les mesures spectrales et leurs reconstructions est dØ�ni
par :

� =
1
N�

N �X

l=1

jjsl � r l Î l jj22:

Nous rappelons que pour la mission MicroCarb, les ISRFs sont considØrØes comme bien estimØes
lorsque leur erreur normalisØe vØri�e El < 1% pour chaque longueur d’onde. Cette exigence de
prØcision dØcoule de la nØcessitØ d’estimer de maniŁre �able les concentrations de CO2. Cet objectif
El < 1% tient compte des incertitudes, du bruit d’acquisition et des erreurs d’interpolation, mais
il reste di�cile à atteindre en pratique à partir de donnØes rØelles. La mØthode SPIRIT proposØe
est comparØe à des mØthodes paramØtriques basØes sur des modŁles gaussien, super-gaussien, super-
gaussien asymØtrique ou somme de deux super-gaussiennes. Les paramŁtres de ces modŁles sont
estimØs par moindres carrØs non-linØaires à l’aide de l’algorithme de Nelder-Mead [56] à l’aide de la
fonction fminsearch de MATLAB. Cet algorithme itØratif nØcessite une initialisation et un critŁre
d’arrŒt. Pour le modŁle gaussien, les paramŁtres initiaux sont : �G

0 (moyenne empirique des ISRFs),
�G

0 (Øcart type obtenu à partir de la FWHM) et AG
0 = (2 ��G0)� 1=2 (amplitude). Pour le modŁle

super-gaussien, l’initialisation est donnØe par : �SG
0 = �G

0 , kSG
0 = 2 , wSG

0 =
p

2�G
0 , et ASG

0 =
k SG

0
2w SG

0
�(1 =kSG

0 ), avec � la fonction gamma. L’algorithme est arrŒtØ aprŁs un maximum de 20000
itØrations.

La mØthode SPIRIT nØcessite quant à elle la construction d’un dictionnaire � à partir de rØponses
spectrales reprØsentatives. Les dictionnaires utilisØs reprennent ceux prØcØdemment introduits uti-
lisant la SVD ou la K-SVD. Deux mØthodes de codage parcimonieux sont ensuite testØes : LASSO
[57] et OMP. Pour LASSO, nous utilisons l’implØmentation MATLAB avec un paramŁtre � > 0
ajustØ pour obtenir un nombre cible d’atomes. Les coe�cients non nuls issus de LASSO sont ensuite
rØ-estimØs a�n de rØduire le biais de rØtrØcissement bien connu [58]. L’algorithme LASSO permettant
d’obtenir un nombre prØcis de coe�cients non nuls est prØsentØ en Annexe A, Algorithme 4. Les
rØsultats obtenus sont Øgalement comparØs à ceux d’autres approches reposant sur les enveloppes
quadratiques. Les performances des mØthodes sont quanti�Øes, suivies d’une Øvaluation de leur ro-
bustesse. Les approches d’estimation des ISRFs ont ØtØ testØes sur six instruments distincts pour
valider leur gØnØralisation à d’autres missions. Une analyse des Øcarts modŁle-mesure est conduite
a�n d’Øvaluer les potentielles limitations des mØthodes, notamment liØes à l’Øchantillonnage, à l’hy-
pothŁse de fenŒtres glissantes, et à la sensibilitØ vis-à-vis de la connaissance du spectre thØorique.
Pour toutes les expØriences, le bruit � ajoutØ aux mesures est un bruit gaussien additif gØnØrØ avec
un rapport signal sur bruit (SNR) spØci�Ø, selon la relation suivante :

� =

s

10� SNR=10 jjsl jj2
jjn 0jj2

n 0; (2.28)

oø n 0 � N (0;1) est de mŒme dimension que sl et 1) est la matrice identitØ. Il aurait ØtØ possible de
modØliser le bruit comme un bruit de Poisson associØ à la luminance, auquel s’ajouterait un bruit
d’acquisition. Toutefois, la gaussienne est une bonne approximation pour une loi de Poisson P� de
paramŁtre � grand (ou associØ à beaucoup de photons. Par ailleurs, l’objectif ici est d’analyser la
sensibilitØ des di�Ørentes mØthodes au bruit. En pratique, la mØthode est appliquØe à des spectres
mesurØs pour lesquels le bruit a dØjà ØtØ rØduit. En e�et, un binning spatial peut Œtre rØalisØ a�n
d’amØliorer le rapport signal sur bruit (SNR). Ce binning consiste à diviser arbitrairement la zone



48 CHAPITRE 2. MODÉLISATION ET ESTIMATION DES RÉPONSES SPECTRALES

imagØe au sol en di�Ørents champs de vue (FOV, Field Of View) � typiquement trois pour la
mission MicroCarb. Le spectre mesurØ pour chaque FOV est alors obtenu comme la moyenne des
spectres mesurØs à l’intØrieur de ce champ, selon la formule suivante : s(�l ) = 1

C

P C
c=1 sc(�l ), oø

sc(�l ) est la valeur du spectre mesurØ à la longueur d’onde �l pour le pixel spatial c dans le FOV. On
suppose dans ce chapitre que les ISRFs varient peu selon l’axe transverse (across-track) par rapport
à l’axe longitudinal (along-track). Pour la mission MicroCarb, par exemple, le binning reprØsente
un compromis entre l’obtention d’un bon SNR et le maintien d’une rØsolution spatiale acceptable,
�xØe à 13,5 km en transverse et 9 km en longitudinal. Pour toutes les expØriences, le niveau de bruit
est �xØ à 55 dB, ce qui correspond aux attentes pour ce type de mission aprŁs binning.

2.3.1 RØsolution du problŁme inverse par moindres carrØs

On suppose ici que l’ISRF est constante sur l’ensemble de la bande spectrale considØrØe, et
l’objectif est de l’estimer. Dans ce contexte, l’utilisation d’une fenŒtre glissante n’est pas nØcessaire.
On dispose de N� = 1024 points mesurØs du spectre, et l’on cherche à reconstruire environ N = 800
points de l’ISRF. Le problŁme inverse associØ peut Œtre rØsolu de maniŁre directe, par inversion du
systŁme linØaire via la mØthode des moindres carrØs.

La �gure 2.15 prØsente les rØsultats obtenus dans deux con�gurations distinctes. Dans le premier
cas, reprØsentØ par la courbe jaune, le spectre mesurØ est gØnØrØ selon le modŁle linØaire dØ�ni en
(2.24). ConcrŁtement, on e�ectue le produit matriciel entre la matrice R , contenant les valeurs du
spectre de rØfØrence pour les N� = 1024 longueurs d’onde, et l’ISRF I l que l’on souhaite estimer, de
taille N = 800. Dans le second cas, reprØsentØ par la courbe orange, le spectre simulØ est gØnØrØ de
maniŁre plus rØaliste, en se rapprochant des conditions expØrimentales. Il est obtenu par convolution,
pour chaque longueur d’onde, entre le spectre de rØfØrence r et l’ISRF Il , selon le modŁle dØcrit
en (2.22). Ce spectre simulØ est donc construit à partir d’un Øchantillonnage beaucoup plus �n,
reposant sur la grille du spectre de rØfØrence. La principale di�Ørence entre ces deux approches
rØside donc dans la grille d’Øchantillonnage. La courbe noire de la �gure 2.15 correspond à l’ISRF
vraie. Le premier cas, parfaitement cohØrent avec le modŁle d’inversion, permet une reconstruction
quasi exacte de l’ISRF (erreur 1:03� 10� 9). La courbe jaune est confondue avec la courbe noire
reprØsentant l’ISRF vraie. En revanche, dans le second cas, plus rØaliste, l’ISRF reconstruite est
fortement bruitØe et dØgradØe. Ces rØsultats soulignent, d’une part, que la mØthode des moindres
carrØs ne permet pas de reconstruire les ISRFs avec une prØcision satisfaisante dans un cas rØaliste,
et, d’autre part, l’importance de l’Øchantillonnage ainsi que la nØcessitØ d’une modØlisation prØcise
des ISRFs pour garantir une estimation �able, mŒme lorsqu’elles sont supposØes constantes sur la
bande spectrale.

2.3.2 Estimation des ISRFs

Dans cette partie, les di�Ørentes mØthodes d’estimation introduites prØcØdemment � qu’elles
soient paramØtriques ou fondØes sur la reprØsentation parcimonieuse (i.e. SPIRIT) � sont appliquØes
à l’estimation des ISRFs pour les di�Ørentes bandes spectrales et �bres des instruments MicroCarb
et CO2M. Parmi les mØthodes paramØtriques, on distingue les approches classiques de la littØrature :
la mØthode gaussienne (notØe G), la super-gaussienne (SG) [17], ainsi que deux variantes introduites
pour amØliorer la �exibilitØ du modŁle : la super-gaussienne asymØtrique (SG_a) et la somme de
deux gaussiennes (SG_2). Ces mØthodes sont comparØes à la mØthode SPIRIT, qui repose sur la
reprØsentation parcimonieuse à l’aide des algorithmes OMP et LASSO, associØs à deux types de
dictionnaires : SVD et K-SVD. Dans un second temps, une Øtude comparative des mØthodes de
reprØsentation parcimonieuse est menØe, incluant l’utilisation de l’enveloppe quadratique. L’objectif
global est de proposer une comparaison aussi exhaustive que possible entre les approches paramØ-
triques et non paramØtriques basØes sur la parcimonie, dans le cadre spØci�que de l’estimation des
ISRFs.
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Figure 2.15 � Illustration de l’estimation d’une ISRF dont le spectre mesurØ est obtenu soit suivant
le modŁle soit en e�ectuant une convolution.

ModŁles paramØtriques et reprØsentation parcimonieuse

Dans un premier temps, une comparaison est e�ectuØe entre les modŁles paramØtriques (gaussien,
super-gaussien, super-gaussien asymØtrique et somme de super-gaussiennes) et la mØthode SPIRIT
(basØe sur les algorithmes OMP et LASSO, avec des dictionnaires construits via SVD ou K-SVD).
Les rØsultats obtenus pour les quatre bandes de l’instrument MicroCarb sont prØsentØs dans les
�gures 2.16 et 2.17, tandis que ceux correspondant à quatre �bres de l’instrument CO2M sont
illustrØs dans 2.18 et 2.19. Dans ces �gures, pour chaque bande (ou �bre), le spectre mesurØ est
d’abord a�chØ, suivi de l’analyse des di�Ørences entre ce spectre et ses reconstructions obtenues par
les di�Ørentes mØthodes. Pour chacune d’elles, les rØsidus locaux (par fenŒtre glissante) ainsi que
les rØsidus globaux sont reportØs. En�n, les deux derniŁres �gures montrent les rØsultats en termes
d’erreur d’approximation des ISRFs en fonction de la longueur d’onde et pour une cardinalitØ K qui
minimise l’erreur d’estimation des ISRFs, et d’erreur moyenne selon la cardinalitØ K, c’est-à-dire le
nombre d’atomes non nuls sØlectionnØs dans le dictionnaire.
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Figure 2.16 � Illustration du spectre mesurØ (1), de la di�Ørence entre le spectre mesurØ et les
spectres reconstruits (2), des rØsidus �l pour chaque longueur d’onde (3), de l’erreur d’approximation
de l’ISRF en fonction de la longueur d’onde (4) et de l’erreur moyenne d’approximation de l’ISRF
en fonction du nombre d’atomes sØlectionnØs (5), pour di�Ørentes mØthodes (gaussienne, super-
gaussienne, OMP, LASSO, SVD et KSVD) et pour les bandes B1 (a) et B2 (b) de MicroCarb.
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Figure 2.17 � Illustration du spectre mesurØ (1), de la di�Ørence entre le spectre mesurØ et les
spectres reconstruits (2), des rØsidus �l pour chaque longueur d’onde (3), de l’erreur d’approximation
de l’ISRF en fonction de la longueur d’onde (4) et de l’erreur moyenne d’approximation de l’ISRF
en fonction du nombre d’atomes sØlectionnØs (5), pour di�Ørentes mØthodes (gaussienne, super-
gaussienne, OMP, LASSO, SVD et KSVD) et pour les bandes B3 (a) et B4 (b) de MicroCarb.
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Figure 2.18 � Illustration du spectre mesurØ (1), de la di�Ørence entre le spectre mesurØ et les
spectres reconstruits (2), des rØsidus �l pour chaque longueur d’onde (3), de l’erreur d’approximation
de l’ISRF en fonction de la longueur d’onde (4) et de l’erreur moyenne d’approximation de l’ISRF
en fonction du nombre d’atomes sØlectionnØs (5), pour di�Ørentes mØthodes (gaussienne, super-
gaussienne, OMP, LASSO, SVD et KSVD) et pour les �bres 41 (a) et 200 (b) de CO2M.
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Figure 2.19 � Illustration du spectre mesurØ (1), de la di�Ørence entre le spectre mesurØ et les
spectres reconstruits (2), des rØsidus �l pour chaque longueur d’onde (3), de l’erreur d’approximation
de l’ISRF en fonction de la longueur d’onde (4) et de l’erreur moyenne d’approximation de l’ISRF
en fonction du nombre d’atomes sØlectionnØs (5), pour di�Ørentes mØthodes (gaussienne, super-
gaussienne, OMP, LASSO, SVD et KSVD) et pour les �bres 1016 (a) et 1880 (b) de CO2M.
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Les rØsultats obtenus varient fortement selon l’instrument considØrØ, mais Øgalement selon les
bandes (pour MicroCarb) ou les �bres (pour CO2M). De maniŁre gØnØrale, le modŁle gaussien donne
les moins bonnes performances. Comme le montre l’Øtude de [17], le modŁle super-gaussien permet
d’amØliorer l’ajustement, mais les erreurs restent globalement bien supØrieures au seuil de 1% requis
pour les missions. Pour la bande B1 de MicroCarb, la somme de deux super-gaussiennes permet de
rØduire davantage l’erreur d’approximation des ISRFs. Cependant, mŒme dans ce cas, l’erreur reste
supØrieure au seuil de 1%. Par ailleurs, cette mØthode n’apporte pas d’amØlioration signi�cative pour
les autres bandes de MicroCarb ni pour les �bres de CO2M. De mŒme, l’introduction d’un paramŁtre
d’asymØtrie dans le modŁle super-gaussien n’entraîne pas de gain notable, les performances restant
comparables à celles du modŁle symØtrique.

En revanche, les mØthodes de reprØsentation parcimonieuse regroupØes sous l’approche SPIRIT,
qu’elles reposent sur OMP ou LASSO, surpassent clairement les approches paramØtriques, quelle
que soit la nature du dictionnaire utilisØ (SVD ou K-SVD). Les meilleures performances globales
sont obtenues avec SPIRIT basØ sur OMP, les dictionnaires SVD et K-SVD produisant des rØsultats
similaires. Cette tendance se vØri�e aussi bien pour MicroCarb que pour CO2M. Concernant CO2M,
les erreurs d’approximation des ISRFs restent lØgŁrement supØrieures au seuil de 1%, sans jamais
le franchir totalement. Une analyse plus �ne montre que ces erreurs sont concentrØes en dØbut de
spectre, entre 740 et 758 nm, tandis qu’elles deviennent nettement plus faibles au-delà, atteignant
mŒme 0.1% pour certaines longueurs d’onde et certaines �bres � notamment la �bre 200, qui
prØsente le plus faible Øcart entre les ISRFs sol et vol. Deux facteurs peuvent expliquer cette di�cultØ
locale : 1) le dictionnaire construit à partir des ISRFs sol pourrait Œtre moins adaptØ pour reprØsenter
les ISRFs vol, en particulier dans cette plage spectrale ou 2) cela pourrait s’expliquer par la forme
du spectre mesurØ pour CO2M. En e�et, l’analyse des spectres mesurØs montre que cette portion
(740-758 nm) est relativement plate, avec peu de variations, ce qui rend l’estimation des ISRFs plus
dØlicate du fait d’une moindre sensibilitØ du signal aux variations instrumentales.

Extension à d’autres mØthodes de rØsolution pour la reprØsentation parcimonieuse

Nous avons montrØ dans [21] que dans une con�guration particuliŁre oø les ISRFs sont supposØes
constantes au sein de la fenŒtre glissante, et pour un nombre d’observations �xØ à L = 40 avec un
dictionnaire de taille ND = 50, l’utilisation d’une rØgularisation basØe sur l’enveloppe quadratique
permet d’amØliorer signi�cativement la qualitØ de l’estimation des ISRFs. L’objectif de cette section
est donc de se concentrer plus en dØtail sur les mØthodes de reprØsentation parcimonieuse et d’Øva-
luer l’apport potentiel de nouvelles rØgularisations, en particulier celles basØes sur des enveloppes
quadratiques, dans le cadre de l’estimation des fonctions de rØponse spectrale instrumentale. Les rØ-
sultats sont de nouveau prØsentØs pour l’ensemble des bandes de MicroCarb (�gure 2.20) et des �bres
de CO2M (�gure 2.21). Les mŒmes indicateurs que prØcØdemment sont a�chØs : les rØsidus obtenus
pour chaque fenŒtre d’observation, l’erreur d’approximation des ISRFs en fonction de la longueur
d’onde (pour la valeur de cardinalitØ K minimisant l’erreur moyenne), ainsi que l’erreur moyenne
en fonction de K. L’utilisation de l’enveloppe quadratique nØcessite de �xer deux paramŁtres clØs,
le paramŁtre de rØgularisation 
 et le pas d’itØration � pour l’opØrateur proximal. Des valeurs ap-
propriØes de ces paramŁtres, cohØrentes avec la conjecture discutØe dans la partie technique de [51]
sont :


 =
j	 l j2

1:2
et � =

j	 l j2

0:9
:

Cependant, dans notre contexte, la sØlection de ces paramŁtres s’avŁre complexe et pourrait nØ-
cessiter un ajustement plus �n pour optimiser les performances. En e�et, ces paramŁtres devraient
idØalement Œtre estimØs de maniŁre spØci�que pour chacune des 1024 fenŒtres glissantes, ce qui rend
l’optimisation di�cile. Cela est particuliŁrement visible sur les rØsultats obtenus pour les bandes B2
et B3 de MicroCarb ainsi que pour les �bres 41 et 1016 de CO2M : on y observe des pics locali-
sØs d’erreur d’approximation des ISRFs à certaines longueurs d’onde, vraisemblablement dus à une
mauvaise calibration des paramŁtres 
 et �. Ce comportement met en Øvidence un aspect dØlicat de
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l’approche : la sensibilitØ aux rØglages de la rØgularisation, ce qui peut constituer un dØ� pour une
application robuste et automatisØe sur l’ensemble du spectre.

Globalement, les rØsultats obtenus pour l’ensemble des bandes de MicroCarb, ainsi que pour
certaines �bres de CO2M (notamment les �bres 200 et 1880), montrent que l’utilisation d’une rØgu-
larisation basØe sur l’enveloppe quadratique permet de rØduire signi�cativement l’erreur d’approxi-
mation des ISRFs par rapport aux rØgularisations ‘0 et ‘1. Pour MicroCarb, cette approche permet
d’atteindre des erreurs extrŒmement faibles, parfois infØrieures à 0,1% selon la bande spectrale et
la longueur d’onde considØrØe. Concernant CO2M, les erreurs restent gØnØralement supØrieures au
seuil de 1%, mais des performances proches de ce seuil sont atteintes, notamment pour la �bre 1880,
y compris en dØbut de bande, oø l’estimation est gØnØralement plus di�cile.

Les �gures 2.22, 2.23, 2.24 et 2.25 synthØtisent les performances des di�Ørentes mØthodes de re-
prØsentation parcimonieuse (OMP, LASSO, rØgularisation par enveloppe quadratique) en a�chant,
pour chaque longueur d’onde : en haut, le rØsidu �l entre le spectre mesurØ et sa reconstruction,
pour la valeur de K minimisant le rØsidu, en bas à gauche, l’erreur d’approximation des ISRFs en
fonction de la longueur d’onde, pour cette mŒme valeur optimale de K, en bas à droite, la valeur
de la cardinalitØ K minimisant l’erreur d’approximation des ISRFs pour chaque fenŒtre glissante.
Pour MicroCarb, on observe que le rØsidu est minimisØ pour des valeurs de cardinalitØ relativement
ØlevØes, pouvant aller jusqu’à K = 10, tandis que l’erreur d’approximation des ISRFs est souvent
minimisØe pour un nombre d’atomes plus faible (entre 2 et 7, avec quelques pics à K = 1 ou K = 10
pour LASSO). Dans le cas de CO2M, les valeurs optimales de K pour minimiser le rØsidu restent re-
lativement ØlevØes, mais l’Øcart avec les valeurs optimales de K minimisant l’erreur d’approximation
des ISRFs est moins marquØ que pour MicroCarb.

Les temps de simulation moyens pour l’estimation d’une ISRF donnØe et pour une cardinalitØ K
�xØe sont prØsentØs dans le tableau 2.2. La mØthode OMP se distingue par sa rapiditØ d’exØcution,
Øtant la plus e�cace parmi toutes les approches testØes. En comparaison, la mØthode LASSO est
environ dix fois plus lente, en raison de sa nature itØrative et du coßt liØ à l’ajustement du paramŁtre
de rØgularisation. La mØthode fondØe sur l’enveloppe quadratique est encore plus coßteuse en temps
de calcul, ce qui s’explique par son recours à une descente de gradient pour la rØsolution du problŁme
inverse, une procØdure naturellement plus longue.

Table 2.2 � Temps de simulation moyen pour l’estimation d’une ISRF selon les di�Ørentes mØthodes
pour la bande B1 de MicroCarb (OMP et SVD, OMP et K-SVD, LASSO et SVD, LASSO et K-SVD,
EnvQuad et SVD, EnvQuad et K-SVD, soft et SVD, soft et K-SVD, hard et SVD, hard et K-SVD)
et cardinalitØ K associØe.

Temps de simulation moyen (s)
OMP et SVD 3.69e-04 (K=4)

OMP et K-SVD 2.84e-04 (K=4)
LASSO et SVD 0.0073 (K=6)

LASSO et K-SVD 0.0067 (K=7)
EnvQuad et SVD 1.57 (K=3)

EnvQuad et K-SVD 1.57 (K=3)
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Figure 2.20 � RØsidus �l par longueur d’onde (1), erreur d’approximation de l’ISRF selon la
longueur d’onde pour K = 3 (2) et erreur moyenne en fonction du nombre d’atomes (3), pour les
mØthodes parcimonieuses (OMP, LASSO, Enveloppe quadratique) et dictionnaires (SVD, K-SVD)
sur MicroCarb bandes B1 (a), B2 (b), B3 (c) et B4 (d).
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Figure 2.21 � RØsidus �l par longueur d’onde (1), erreur d’approximation de l’ISRF selon la
longueur d’onde (2) pour K = 5 (a), K = 2 (b et d), K = 4 (c) et erreur moyenne en fonction du
nombre d’atomes (3), pour les mØthodes parcimonieuses (OMP, LASSO, Enveloppe quadratique) et
dictionnaires (SVD, K-SVD) sur CO2M �bres 41 (a), 200 (b), 1016 (c) et 1880 (d).
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(a)

(b)

Figure 2.22 � Illustration des rØsidus �l par longueur d’onde (gauche) pour la meilleure cardinalitØ
K (droite), et de l’erreur d’approximation des ISRFs selon la longueur d’onde (en bas à gauche)
avec la meilleure cardinalitØ K associØe (en bas à droite), pour di�Ørentes mØthodes (OMP, LASSO,
Enveloppe Quadratique) et dictionnaires (SVD, KSVD) sur MicroCarb bandes B1 (a), B2 (b).
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Figure 2.23 � Illustration des rØsidus �l par longueur d’onde (gauche) pour la meilleure cardinalitØ
K (droite), et de l’erreur d’approximation des ISRFs selon la longueur d’onde (en bas à gauche)
avec la meilleure cardinalitØ K associØe (en bas à droite), pour di�Ørentes mØthodes (OMP, LASSO,
Enveloppe Quadratique) et dictionnaires (SVD, KSVD) sur MicroCarb bandes B3 (a) et B4 (b).
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Figure 2.24 � Illustration des rØsidus �l par longueur d’onde (gauche) pour la meilleure cardinalitØ
K (droite), et de l’erreur d’approximation des ISRFs selon la longueur d’onde (en bas à gauche)
avec la meilleure cardinalitØ K associØe (en bas à droite), pour di�Ørentes mØthodes (OMP, LASSO,
Enveloppe Quadratique) et dictionnaires (SVD, KSVD) sur CO2M �bres 41 (a), 200 (b).
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Figure 2.25 � Illustration des rØsidus �l par longueur d’onde (gauche) pour la meilleure cardinalitØ
K (droite), et de l’erreur d’approximation des ISRFs selon la longueur d’onde (en bas à gauche)
avec la meilleure cardinalitØ K associØe (en bas à droite), pour di�Ørentes mØthodes (OMP, LASSO,
Enveloppe Quadratique) et dictionnaires (SVD, KSVD) sur CO2M �bres 1016 (a) et 1880 (b).
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Conclusion sur les mØthodes utilisØes

En dØ�nitive, cette partie a ØtØ consacrØe à e�ectuer une comparaison entre les modŁles para-
mØtriques et les modŁles de type SPIRIT (basØs sur la reprØsentation parcimonieuse). Il en ressort
que, pour les modŁles paramØtriques, l’utilisation de la somme de super-gaussiennes et d’une super-
gaussienne asymØtrique ne permet pas d’amØliorer de maniŁre signi�cative les rØsultats d’estimation
des ISRFs. Dans tous les cas ØtudiØs, les mØthodes de type SPIRIT permettent d’amØliorer largement
les performances d’estimation, que ce soit au niveau de la reconstruction du spectre, des rØsidus ou
des erreurs d’estimation des ISRFs en fonction de la longueur d’onde. Une autre mØthode de rØgula-
risation a ØtØ testØe, basØe sur la rØgularisation par enveloppe quadratique, qui permet notamment
de minimiser encore davantage l’erreur d’estimation des ISRFs. Cependant, les paramŁtres de cette
mØthode peuvent Œtre di�ciles à rØgler dans le contexte des ISRFs variant d’une longueur d’onde à
une autre.

En ce qui concerne les temps de calculs, l’utilisation des enveloppes quadratiques nØcessite le
rØglage de ses paramŁtre, ce qui entraîne des temps de simulation plus longs. Les rØsultats obtenus
avec l’algorithme OMP sont dØjà trŁs performants, avec un temps de simulation trŁs court. Par
consØquent, pour les objectifs de la mission, si l’enjeu est d’estimer les ISRFs le plus prØcisØment
possible sans contrainte de temps de calcul, l’utilisation de la rØgularisation par enveloppe quadra-
tique sera recommandØe (avec une attention particuliŁre portØe au paramØtrage). En revanche, si une
estimation rapide des fonctions est nØcessaire tout en conservant une bonne prØcision, l’algorithme
OMP est prØfØrable.

Dans la suite, di�Ørents tests de sensibilitØ aux paramŁtres (taille du dictionnaire, taille de la
fenŒtre glissante, robustesse au bruit, etc.) sont e�ectuØs, et les rØsultats obtenus avec les algorithmes
OMP et LASSO (les plus rapides) sont comparØs à deux modŁles issus de la littØrature (Gauss et
Super-Gauss) [17].

2.3.3 SensibilitØ aux paramŁtres
L’approche proposØe nØcessite le choix de paramŁtres, notamment la taille de la fenŒtre glissante

L + 1 , la taille du dictionnaire ND et le nombre d’atomes K. Le nombre d’atomes K a ØtØ discutØ
prØcØdemment et il a ØtØ constatØ que les meilleurs rØsultats sont obtenus pour K � 3� 5, quel que
soit l’instrument, la bande ou la �bre considØrØs. Cette section Øtudie plus en dØtail l’impact de L et
ND sur les erreurs d’approximation des ISRFs. À cet e�et, les �gures 2.26 et 2.27 pour les 4 bandes
de MicroCarb et 2.28 et 2.29pour les 4 �bres de CO2M prØsentent les erreurs d’approximation (en
Øchelle log10) en fonction de L pour les paramØtrisations gaussienne et super-gaussienne, ainsi qu’en
fonction de (L;ND) pour les mØthodes basØes sur la reprØsentation parcimonieuse. Les rØsultats sont
moyennØs sur l’ensemble des ISRFs. Comme attendu, les erreurs d’estimation des ISRFs diminuent
lorsque L augmente. Cette diminution est toutefois plus marquØe pour les mØthodes parcimonieuses :
par exemple, pour la bande B1 de MicroCarb et pour L = 80, les erreurs moyennes d’ISRF sont
d’environ 16% pour la gaussienne, 2% pour la super-gaussienne, alors qu’elles sont Øgales à 0.29%
pour OMP/SVD, 0.33% pour OMP/K-SVD, 1.23% pour LASSO/SVD et 1.40% pour LASSO/K-
SVD, ce qui illustre l’intØrŒt d’exploiter la parcimonie pour l’estimation des ISRF.s On remarque
Øgalement, d’aprŁs les rØsultats a�chØs dans ces deux �gures, qu’il n’est pas recommandØ d’utiliser
des dictionnaires trop grands, car les erreurs d’estimation des ISRFs sont relativement ØlevØes pour
de grandes valeurs de ND. Ceci est particuliŁrement vrai pour l’instrument CO2M. Sur cette base,
la valeur ND = 25 a ØtØ retenue pour toutes les autres expØriences et la taille de la fenŒtre glissante
est �xØe à L = 80.
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Figure 2.26 � Illustration de l’erreur moyenne d’estimation des ISRFs avec les di�Ørentes mØthodes
(gaussienne, super-gaussienne, OMP et LASSO avec dictionnaire SVD ou K-SVD) en fonction des
paramŁtres ND et L + 1 pour la mission MicroCarb (bande B1 et B2 ).
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Figure 2.27 � Illustration de l’erreur moyenne d’estimation des ISRFs avec les di�Ørentes mØthodes
(gaussienne, super-gaussienne, OMP et LASSO avec dictionnaire SVD ou K-SVD) en fonction des
paramŁtres ND et L + 1 pour la mission MicroCarb (bande B3 et B4).
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Figure 2.28 � Illustration de l’erreur moyenne d’estimation des ISRFs avec les di�Ørentes mØthodes
(gaussienne, super-gaussienne, OMP et LASSO avec dictionnaire SVD ou K-SVD) en fonction des
paramŁtres ND et L + 1 pour la mission CO2M (�bre 41 et 200).
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Figure 2.29 � Illustration de l’erreur moyenne d’estimation des ISRFs avec les di�Ørentes mØthodes
(gaussienne, super-gaussienne, OMP et LASSO avec dictionnaire SVD ou K-SVD) en fonction des
paramŁtres ND et L + 1 pour la mission CO2M (�bre 1016 et 1880).
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2.3.4 Analyse de la robustesse à la prØsence de bruit
Cette section Øtudie la robustesse des mØthodes pour l’estimation des ISRFs à la prØsence de

bruit additif. Pour cela, un bruit blanc gaussien a ØtØ ajoutØ aux mesures spectrales selon di�Ørents
niveaux de rapport signal sur bruit (SNR). La table 2.3 prØsente les erreurs de rØsidu ainsi que
les erreurs d’approximation normalisØes des ISRFs pour les instruments MicroCarb et CO2M. Les
erreurs infØrieures à 1% sont indiquØes en bleu. Les rØsultats montrent que, pour MicroCarb, les
mØthodes basØes sur la reprØsentation parcimonieuse permettent d’obtenir des erreurs normalisØes
infØrieures à 1% dŁs que le SNR dØpasse 20 dB. L’algorithme OMP se rØvŁle plus performant que
LASSO, qui donne des erreurs plus ØlevØes pour ce spectromŁtre. Pour CO2M, seule la combinaison
OMP avec le dictionnaire K-SVD permet d’atteindre une erreur d’estimation infØrieure à 1%, et
ce uniquement pour un SNR trŁs ØlevØ de 120 dB. Cela souligne la plus grande sensibilitØ de cet
instrument au bruit. Toutefois, dŁs que le SNR dØpasse 40 dB, les mØthodes SPIRIT surpassent les
modŁles paramØtriques à la fois en termes de prØcision d’approximation des ISRFs et de rØduction
du rØsidu. En�n, les modŁles paramØtriques montrent peu de variation face au bruit, ce qui suggŁre
que leurs erreurs proviennent majoritairement d’un mauvais ajustement du modŁle plutôt que du
bruit lui-mŒme.

En rØsumØ, l’algorithme OMP couplØ à une estimation du dictionnaire par SVD pour MicroCarb
et par K-SVD pour CO2M o�re globalement les meilleurs rØsultats pour l’estimation des ISRFs, y
compris en prØsence de bruit additif.



68 CHAPITRE 2. MODÉLISATION ET ESTIMATION DES RÉPONSES SPECTRALES

Table 2.3 � Erreur moyenne d’approximation des ISRFs et rØsidu moyen selon le SNR et la mØthode
(G, SG, OMP, LASSO, SVD, K-SVD) pour MicroCarb et CO2M � en bleu : erreurs d’estimation
des ISRFs sous le critŁre de mission ; en gras : meilleurs rØsultats

Erreur d'approximation (%) Résidu
Instrument / SNR G SG OMP OMP LASSO LASSO G SG OMP OMP LASSO LASSO

SVD K-SVD SVD K-SVD SVD K-SVD SVD K-SVD
20 dB 16.28 3.39 4.58 4.37 14.38 14.23 185.5 116.4 112.3 112.4 112.7 112.9

MicroCarb 40 dB 16.27 2.04 0.54 0.56 2.05 2.37 70.2 1.56 1.32 1.32 1.53 1.70
bande B1 55 dB 16.27 2.03 0.29 0.33 1.33 1.66 69.21 0.43 0.23 0.24 0.38 0.61

80 dB 16.27 2.03 0.28 0.32 1.27 1.68 69.2 0.39 0.20 0.20 0.34 0.60
120 dB 8.03 7.79 0.51 0.55 0.83 0.73 45.07 37.32 1.11 1.13 1.14 1.13
20 dB 14.01 8.92 8.65 8.73 40.22 38.75 28.04 25.79 25.25 25.30 24.94 25.06

MicroCarb 40 dB 13.51 1.67 0.84 0.80 3.33 4.22 2.24 0.27 0.260 0.2601 0.258 0.258
bande B2 55 dB 13.51 1.34 0.29 0.27 0.84 1.03 1.990 0.023 0.014 0.014 0.014 0.014

80 dB 13.51 1.36 0.19 0.21 0.56 0.73 1.98 0.015 0.006 0.006 0.006 0.006
120 dB 13.51 1.36 0.19 0.21 0.55 0.73 1.98 0.016 0.006 0.006 0.006 0.006
20 dB 13.30 8.74 7.04 6.77 19.35 17.55 9.25 8.82 8.59 8.61 8.59 8.61

MicroCarb 40 dB 12.89 1.71 0.73 0.68 1.84 1.80 0.39 0.095 0.088 0.088 0.090 0.089
bande B3 55 dB 12.89 1.44 0.33 0.30 0.53 0.55 0.298 0.01 0.004 0.004 0.005 0.004

80 dB 12.89 1.43 0.29 0.27 0.43 0.41 0.30 0.007 0.002 0.002 0.002 0.002
120 dB 12.89 1.43 0.29 0.27 0.43 0.42 0.30 0.007 0.002 0.002 0.002 0.002
20 dB 14.97 4.60 7.87 7.51 23.37 38.33 69.66 51.73 49.65 49.93 49.02 49.37

MicroCarb 40 dB 14.81 1.70 0.85 0.78 2.50 4.34 17.62 0.59 0.54 0.54 0.53 0.53
bande B4 55 dB 14.81 1.57 0.27 0.26 0.91 1.40 17.09 0.08 0.05 0.05 0.05 0.05

80 dB 14.81 1.56 0.23 0.23 0.80 1.12 17.08 0.06 0.04 0.04 0.04 0.04
120 dB 14.81 1.58 0.23 0.23 0.80 1.12 17.07 0.06 0.04 0.04 0.04 0.04

20 dB 27.69 31.08 29.22 43.32 130.64 75.08 307.6 284.8 157.8 164.8 170.4 168.0
CO2M 40 dB 24.32 26.78 7.23 6.06 22.08 10.80 133.64 112.71 2.02 2.02 9.94 4.26
�bre 41 55 dB 24.25 26.49 4.83 1.76 10.25 4.04 131.93 110.98 0.45 0.42 8.29 2.63

80 dB 24.18 26.50 4.64 0.97 8.85 3.06 131.89 110.92 0.40 0.36 8.28 2.56
120 dB 24.21 26.52 4.66 0.96 8.84 3.04 131.87 110.93 0.40 0.36 8.27 2.56
20 dB 29.37 32.24 38.30 123.8 143.2 137.6 311.4 293.9 152.1 159.5 158.6 162.3

CO2M 40 dB 26.14 28.41 8.16 17.03 20.65 17.05 137.4 121.8 1.86 1.85 5.54 2.02
�bre 200 55 dB 26.11 28.17 4.71 3.43 8.18 3.96 135.78 120.2 0.35 0.30 4.25 0.44

80 dB 26.00 28.26 4.30 1.01 5.64 2.15 135.7 120.1 0.29 0.25 4.13 0.37
120 dB 26.01 28.32 4.26 0.98 5.63 2.14 135.7 120.1 0.29 0.25 4.13 0.37
20 dB 27.21 30.81 28.27 76.55 99.05 74.71 303.15 283.7 158.4 164.2 167.6 167.4

CO2M 40 dB 24.18 26.77 7.37 10.44 17.29 11.36 129.2 111.7 2.42 2.04 8.82 3.91
�bre 1016 55 dB 24.02 26.60 4.70 2.38 8.10 5.11 127.5 110.0 0.85 0.45 7.48 2.36

80 dB 24.03 26.77 4.03 1 6.94 3.79 127.49 109.95 0.79 0.40 7.51 2.28
120 dB 24.01 26.62 4.01 0.98 6.93 3.77 127.49 110.0 0.79 0.40 7.51 2.28
20 dB 28.39 31.23 29.76 75.91 122.5 99.08 323.74 298.49 157.7 164.0 165.9 168.0

CO2M 40 dB 25.43 27.50 7.34 9.93 25.11 13.30 149.8 126.4 2.04 1.94 6.04 4.82
�bre 1880 55 dB 25.41 27.37 4.94 2.24 9.17 5.24 148.1 124.7 0.50 0.34 4.28 3.30

80 dB 25.43 27.25 4.35 1.07 7.08 4.03 148.1 124.7 0.45 0.29 4.20 3.21
120 dB 25.40 27.36 4.32 1.06 7.04 4.04 148.1 124.7 0.45 0.29 4.19 3.22

2.3.5 Application à d’autres instruments

Cette partie Øvalue les performances des mØthodes d’estimation des ISRFs proposØes dans cette
thŁse pour d’autres instruments que MicroCarb et CO2M, a�n d’Øvaluer leur gØnØricitØ et leur
capacitØ à s’adapter à di�Ørents spectromŁtres. Cette dØmarche vise à montrer que la mØthode
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proposØe peut Œtre Øtendue à divers instruments tout en restant robuste et prØcise, contrairement
aux modŁles paramØtriques classiques, gØnØralement spØci�ques à chaque instrument.

PrØsentation des instruments

Les instruments considØrØs dans cette partie incluent : l’instrument OCO-2, Øgalement dØdiØ à la
mesure des concentrations de CO2, ainsi que les instruments Avantes, GOME-2, OMI et TROPOMI,
tels que dØcrits dans [17]. Les caractØristiques principales de ces instruments sont rØsumØes dans
le tableau 2.4. Pour chaque instrument, les ISRFs sont gØnØrØes à partir des jeux de donnØes qui
leur sont respectivement associØs. On rappelle que pour identi�er les ISRFs aux longueurs d’onde
nominales manquantes �l une interpolation linØaire entre deux longueurs d’onde nominales spØci�Øes,
�a et �b a ØtØ utilisØe. Cette interpolation est dØ�nie par :

Il =
�l � �a

�b � �a
Ib +

�b � �l

�b � �a
Ia :

Une interpolation par splines a ensuite ØtØ utilisØe pour gØnØrer les ISRFs sur N� longueurs d’onde,
avec une taille d’Øchantillon N . Il convient de noter que le nombre N� de longueurs d’onde peut
di�Ører du nombre de pixels de l’instrument, notamment dans les cas oø les ISRFs associØes aux
premiers et/ou derniers pixels ne sont pas disponibles.

Table 2.4 � CaractØristiques des instruments OCO-2, Avantes, GOME-2, OMI and TROPOMI.

Instruments considérés
Caractéristiques OCO-2 Avantes GOME-2 OMI TROPOMI

Nombre de 3 spectromètres - 4 canaux - 2 détecteurs CCD 4 spectromètres
pixels spectraux 2048 - 4 détecteurs 1024 pixels 4 détecteurs

1024 pixels
UV(UV1-270-310nm, UV (270-320nm)

Domaines O2A (757-772nm) UV,VIS,NIR UV (240-790nm) UV2 :310-380nm) UVIS(320-500nm)
spectraux W CO2 (1594 - 1627nm) (296-459nm) VIS(350-500nm) NIR(675-775nm)

SCO2 (2043 - 2087nm) SWIR(2305-2385nm)
0.45-0.5nm

Résolution 0.04nm 0.09-20nm 0.26 to 0.51nm 0.5nm 0.45-0.65nm
0.08nm 0.35-0.45nm
0.10nm 0.225-0.227nm

Nombre N � de 859 ( O2A) 1741 877 750 994
longueurs d'onde (397-604-nm) (VIS) (UVIS (305-499nm))

Taille N 895 199 705 299 257
de l'ISRF

Mission OCO-2 OCO-2 est une mission satellitaire d’observation de la Terre de la NASA, lancØe
en juillet 2014, dØdiØe à l’Øtude du dioxyde de carbone atmosphØrique (CO2) et de l’oxygŁne. Cette
mission vise à caractØriser les cycles saisonniers globaux du CO2 ainsi qu’à quanti�er les sources et
puits de carbone. La caractØrisation des ISRFs est particuliŁrement complexe et cruciale en raison
de la haute rØsolution spectrale de l’instrument. Les ISRFs sont mesurØes pour chaque pixel à l’aide
d’un laser à diode tunable lors de la calibration prØ-vol [59], et les rØsultats sont stockØs dans une
table de consultation (look-up table). Les donnØes utilisØes peuvent Œtre tØlØchargØes sur le site
EarthDATA de la NASA. Le produit considØrØ dans cette Øtude est l’OCO-2 Level 1B Version 11r
pour la science, acquis en mars 2023, et la quatriŁme footprint est utilisØe. Les spØci�cations relatives
à ce produit de donnØes sont disponibles dans [60].
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Mission Avantes Avantes [61] est un spectromŁtre à �bres optiques avec un trŁs faible niveau de
lumiŁre parasite. Les donnØes utilisØes pour ce spectromŁtre ont ØtØ mesurØes en avril 2015, et sept
ISRFs ont ØtØ mises à disposition dans le matØriel complØmentaire de [17].

Mission GOME-2 Le Global Ozone Monitoring Experiment-2 (GOME-2) est un spectromŁtre
optique lancØ à bord du satellite Metop-A d’EUMETSAT en octobre 2006. Toutes les informations
concernant la conception et la caractØrisation du spectromŁtre sont dØtaillØes dans [62]. La mission
GOME-2 a pour objectif d’obtenir des informations sur la concentration en gaz en mesurant la
radiance di�usØe par la Terre dans la partie UV du spectre (240-790 nm). Les donnØes des ISRFs
ont ØtØ mises à disposition par EUMETSAT 1. Les ISRFs ont ØtØ obtenues en janvier 2007 en utilisant
le modŁle FM3 [63].

Mission OMI L’Ozone Monitoring Instrument (OMI) est un imageur hyperspectral embarquØ à
bord du satellite Aura du systŁme d’observation terrestre de la NASA, lancØ en juillet 2004. La
mission vise à dØterminer la concentration en certains gaz à haute rØsolution spectrale et spatiale,
tant dans l’atmosphŁre que dans la troposphŁre, a�n de caractØriser la composition atmosphØrique
de la Terre et de constituer un enregistrement global de longue durØe de l’ozone. Les ISRFs de
l’instrument OMI ont ØtØ dØterminØes à partir de la caractØrisation prØ-vol pour chaque pixel spectral
[29]. Les ISRFs du spectromŁtre OMI sont disponibles pour les bandes UV-2 et VIS dans les donnØes 2

issues des projets rØalisØs en 2014 au KNMI situØ à De Bilt aux Pays-Bas. Les rØponses spectrales
du spectromŁtre sont obtenues en moyennant les lignes 17 à 47 et sont issues de la paramØtrisation
dØcrite dans le rapport RP-OMIE-KNMI-704. Plus d’informations sur la calibration de l’instrument
sont disponibles dans [64], et la performance en vol a ØtØ ØvaluØe dans [65].

Mission TROPOMI L’instrument de surveillance troposphØrique (TROPOMI) a ØtØ lancØ à bord
du satellite Sentinel-5 Precursor en octobre 2017. Cet instrument fait partie de la nouvelle gØnØration
d’instruments de tØlØdØtection atmosphØrique et a ØtØ conçu pour poursuivre les missions GOME-
2, SCIAMACHY et OMI avec des rØsolutions spatiale et spectrale amØliorØes [66]. Les ISRFs ont
d’abord ØtØ dØterminØes lors d’une campagne de calibration au sol approfondie [30] et ont ensuite
ØtØ modØlisØes comme la convolution d’une loi normale et d’une loi uniforme. Les ISRFs considØrØes
dans ce travail ont ØtØ extraites des �chiers TROPOMI Calibration Key Data, dont la troisiŁme
version a ØtØ rØalisØe en 2018 par le KNMI pour les bandes spectrales UV-VIS-NIR, et en 2016 par
le SRON pour la bande SWIR. Plus de dØtails sur ces donnØes sont dØcrits dans [67] tandis que des
informations complØmentaires sur le spectromŁtre sont disponibles dans [68].

Estimation des ISRFs

Illustration pour une ISRF Des exemples d’ISRFs et de leurs estimations sont prØsentØs dans la
�gure 2.30. Il est tout d’abord intØressant de noter que la forme des ISRFs peut varier de maniŁre
signi�cative selon la bande spectrale et l’instrument considØrØs. Cette observation suggŁre qu’il est
nØcessaire d’adapter le dictionnaire aux di�Ørents spectromŁtres. Les rØsultats illustrØs dans la �-
gure 2.30. mettent clairement en Øvidence l’intØrŒt d’utiliser SPIRIT pour l’estimation des ISRFs,
permettant d’atteindre des erreurs d’estimation normalisØes infØrieures à 1%, ce qui est nettement
infØrieur aux erreurs obtenues avec les mØthodes paramØtriques. En�n, une comparaison entre les
di�Ørentes mØthodes d’approximation parcimonieuse (OMP, LASSO) et les di�Ørents dictionnaires
(SVD, K-SVD) exploitables dans SPIRIT montre que l’algorithme OMP donne souvent de meilleurs
rØsultats que LASSO, y compris dans les cas illustrØs ici.

1. DonnØes disponibles à l’adresse ftp://ftp.eumetsat.int/pub/EPS/out/GOME/Calibration-Data-Sets/
Slit-Function-Key-Data/FM3-Metop-A/.

2. DonnØes disponibles sur https://www.knmiprojects.nl/projects/ozone-monitoring-instrument/
data-products

ftp://ftp.eumetsat.int/pub/EPS/out/GOME/Calibration-Data-Sets/Slit-Function-Key-Data/FM3-Metop-A/
ftp://ftp.eumetsat.int/pub/EPS/out/GOME/Calibration-Data-Sets/Slit-Function-Key-Data/FM3-Metop-A/
https://www.knmiprojects.nl/projects/ozone-monitoring-instrument/data-products
https://www.knmiprojects.nl/projects/ozone-monitoring-instrument/data-products
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a) b)

c) d)

e)

Figure 2.30 � Exemples d’ISRFs et de leur estimation utilisant les di�Ørentes mØthodes (Gauss,
Super-Gauss, OMP et LASSO avec les dictionnaires SVD et K-SVD) pour les missions OCO-2,
Avantes, GOME-2, OMI et TROPOMI.

Performance en fonction des longueurs d’onde Les �gures 2.31, 2.32 et 2.33 prØsentent les
performances des di�Ørentes mØthodes d’estimation sur l’ensemble des longueurs d’onde, selon la
mØthodologie dØcrite dans la section 2.3.2. Chaque �gure a�che, de haut en bas : les spectres mesurØs
et leur reconstruction, les di�Ørences absolues (en Øchelle logarithmique) entre les spectres mesurØs et
estimØs, les erreurs d’approximation des ISRFs en fonction des longueurs d’onde, ainsi que l’erreur
moyenne d’approximation en fonction du nombre d’atomes K sØlectionnØs dans le dictionnaire.
Pour chaque instrument, environ 10% des ISRFs disponibles ont ØtØ utilisØes pour construire le
dictionnaire. Le paramŁtre K utilisØ dans les trois premiŁres lignes correspond à celui qui minimise
l’erreur moyenne d’approximation des ISRFs.

Nos conclusions sont rØsumØes ci-dessous :
� Pour OCO-2, les donnØes correspondent à la bande O2 (757�772 nm). Les reconstructions

obtenues avec les modŁles gaussien et super-gaussien montrent que ce dernier est lØgŁrement
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plus performant, bien qu’il reste limitØ notamment pour les longueurs d’onde basses oø la
forme des ISRFs est plus proche d’une gaussienne. Ces mØthodes paramØtriques atteignent des
erreurs d’approximation proches de 10%. En comparaison, les approches par reprØsentation
parcimonieuse (notamment OMP avec un dictionnaire SVD) permettent une bien meilleure
reconstruction des mesures, avec des erreurs d’approximation infØrieures à 1%.

� Les mesures utilisØes pour Avantes couvrent la bande 400�410 nm, ce qui permet une com-
paraison directe avec les rØsultats de [17]. Le modŁle super-gaussien est plus prØcis que le
modŁle gaussien, comme attendu, mais la mØthode SPIRIT permet d’atteindre des erreurs
normalisØes infØrieures à 1%, nettement meilleures que celles des modŁles paramØtriques.
OMP o�re des performances lØgŁrement supØrieures à LASSO, tandis que la di�Ørence entre
dictionnaires SVD et K-SVD est nØgligeable.

� Pour GOME-2, les longueurs d’onde considØrØes vont de 420 à 440 nm. Les rØsultats montrent
une fois encore que le modŁle super-gaussien est plus performant que le modŁle gaussien,
mais reste loin derriŁre l’approche parcimonieuse. K-SVD fournit ici de meilleurs rØsultats
que SVD, notamment entre 428 nm et 435 nm.

� Concernant OMI et TROPOMI, les mesures sont Øgalement prises entre 420 et 440 nm.
Pour OMI, la �gure 2.33 met clairement en Øvidence les limites du modŁle gaussien. Le
modŁle super-gaussien amØliore les rØsultats, mais les mØthodes parcimonieuses, en particulier
OMP avec un dictionnaire SVD, rØduisent l’erreur d’approximation moyenne jusqu’à 0.1%.
Pour TROPOMI, la �gure 2.33b montre que les mØthodes basØes sur les reprØsentations
parcimonieuses nØcessitent moins d’atomes pour atteindre de trŁs faibles erreurs, con�rmant
ainsi leur e�cacitØ. SPIRIT surpasse ici Øgalement toutes les autres mØthodes, avec des erreurs
infØrieures d’un ordre de grandeur à celles obtenues avec les modŁles paramØtriques.

En rØsumØ, les modŁles super-gaussiens sont systØmatiquement meilleurs que les modŁles gaussiens,
comme le con�rment les travaux prØcØdents, mais leurs erreurs restent supØrieures à 1% pour la plu-
part des instruments. À l’inverse, la mØthode SPIRIT, basØe sur des reprØsentations parcimonieuses
dans des dictionnaires adaptØs, permet une estimation beaucoup plus prØcise des ISRFs. Cette
amØlioration s’explique par la capacitØ du dictionnaire à s’adapter à la variabilitØ des ISRFs selon
l’instrument et la bande spectrale. En�n, la mØthode basØe sur une SVD d’ISRFs reprØsentatives
pour la construction du dictionnaire fournit de bon rØsultats dans la plupart des cas d’applica-
tion. L’algorithme OMP est plus performant que LASSO pour l’estimation des paramŁtres de la
reprØsentation parcimonieuse des ISRFs.



2.3. RÉSULTATS OBTENUS POUR LE PROBL¨ME INVERSE 73

1)

2)

3)

4)

5)

Figure 2.31 � Illustration du spectre mesurØ (1), de la di�Ørence entre le spectre mesurØ et les
spectres reconstruits (2), des rØsidus �l par longueur d’onde (3), de l’erreur d’approximation des
ISRFs en fonction de la longueur d’onde (4) et de l’erreur moyenne d’approximation des ISRFs
en fonction du nombre d’atomes sØlectionnØs (5), pour di�Ørentes mØthodes (Gauss, Super-Gauss,
OMP, LASSO, SVD et KSVD), pour l’instrument OCO-2.
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Figure 2.32 � Illustration du spectre mesurØ (1), de la di�Ørence entre le spectre mesurØ et les
spectres reconstruits (2), des rØsidus �l par longueur d’onde (3), de l’erreur d’approximation des
ISRFs en fonction de la longueur d’onde (4) et de l’erreur moyenne d’approximation des ISRFs
en fonction du nombre d’atomes sØlectionnØs (5), pour di�Ørentes mØthodes (Gauss, Super-Gauss,
OMP, LASSO, SVD et KSVD), pour les instruments Avantes (a) et GOME-2 (b).
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Figure 2.33 � Illustration du spectre mesurØ (1), de la di�Ørence entre le spectre mesurØ et les
spectres reconstruits (2), des rØsidus �l par longueur d’onde (3), de l’erreur d’approximation des
ISRFs en fonction de la longueur d’onde (4) et de l’erreur moyenne d’approximation des ISRFs
en fonction du nombre d’atomes sØlectionnØs (5), pour di�Ørentes mØthodes (Gauss, Super-Gauss,
OMP, LASSO, SVD et KSVD), pour les instruments OMI (a) et TROPOMI (b).
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Robustesse au bruit

Le tableau 2.5 prØsente les erreurs rØsiduelles ainsi que les erreurs d’approximation normalisØes
des ISRFs obtenues pour di�Ørentes valeurs du rapport signal sur bruit (SNR). Un bruit gaussien
blanc a ØtØ ajoutØ aux mesures spectrales a�n d’Øvaluer la robustesse des di�Ørentes mØthodes d’esti-
mation des ISRFs face au bruit. Les erreurs d’approximation infØrieures à 1% sont mises en Øvidence
en bleu. Les rØsultats montrent que les mØthodes d’estimation proposØes fournissent des erreurs
normalisØes infØrieures à 1% pour des SNR supØrieurs à 20 dB. Parmi ces mØthodes, l’algorithme
OMP surpasse systØmatiquement LASSO, quel que soit l’instrument considØrØ, ce qui con�rme la
recommandation d’utiliser OMP pour le codage parcimonieux. Globalement, les mØthodes basØes
sur les reprØsentations parcimonieuses produisent les erreurs d’approximation et rØsiduelles les plus
faibles, surpassant nettement les modŁles paramØtriques. Il est Øgalement important de noter que
les erreurs des mØthodes paramØtriques varient peu avec le niveau de bruit (sauf pour les SNR trŁs
faibles), ce qui indique que les erreurs liØes à une mauvaise adØquation du modŁle sont gØnØralement
plus importantes que celles induites par le bruit. En conclusion, la combinaison de l’algorithme OMP
avec un dictionnaire appris par SVD o�re les meilleures performances pour l’estimation des ISRFs,
y compris en prØsence de bruit additif.

Table 2.5 � Erreur moyenne d’approximation des ISRFs et rØsidu moyen pour di�Ørents niveaux de
bruit (SNR) et mØthodes (Gauss, Super-Gauss, OMP et LASSO avec dictionnaires SVD et K-SVD),
appliquØes aux instruments OCO-2, Avantes, GOME-2, OMI et TROPOMI � en bleu : erreurs sous
le critŁre de mission ; en gras : meilleurs rØsultats

Erreur d'approximation (%) Résidu
Instrument / SNR G SG OMP OMP LASSO LASSO G SG OMP OMP LASSO LASSO

SVD K-SVD SVD K-SVD SVD K-SVD SVD K-SVD
20 dB 8.11 8.10 4.50 3.98 6.58 6.16 174.6 165.1 121.2 122.0 120.8 121.8

OCO-2 40 dB 8.04 7.80 0.79 0.73 1.12 1.04 46.35 38.60 2.33 2.35 2.34 2.35
bande O2A 55 dB 8.03 7.79 0.54 0.56 0.84 0.76 45.11 37.36 1.15 1.17 1.18 1.16

80 dB 8.03 7.79 0.52 0.55 0.83 0.73 45.07 37.32 1.11 1.13 1.14 1.13
120 dB 8.03 7.79 0.51 0.55 0.83 0.73 45.07 37.32 1.11 1.13 1.14 1.13
20 dB 9.27 4.78 3.06 3.30 6.04 5.89 645.5 351.7 271.1 270.3 311.1 303.2
40 dB 9.22 4.45 0.50 0.51 0.80 0.83 351.2 70.06 6.50 6.40 15.21 15.13

Avantes 55 dB 9.22 4.45 0.46 0.43 0.65 0.65 347.6 67.23 3.87 3.78 12.64 12.58
80 dB 9.22 4.45 0.46 0.42 0.65 0.64 347.3 67.12 3.79 3.70 12.57 12.49
120 dB 9.22 4.45 0.46 0.42 0.65 0.64 347.3 67.12 3.79 3.70 12.57 12.49
20 dB 3.47 2.76 2.63 2.54 2.61 2.38 342.1 321.2 264.4 265.8 266.3 269.1
40 dB 3.39 2.49 0.72 0.65 0.74 0.65 57.26 37.45 6.04 6.08 6.08 6.25

GOME-2 55 dB 3.39 2.46 0.69 0.59 0.69 0.58 54.42 32.79 3.42 3.50 3.46 3.62
80 dB 3.39 2.44 0.69 0.58 0.69 0.58 54.32 30.33 3.33 3.42 3.38 3.53
120 dB 3.39 2.45 0.69 0.58 0.69 0.58 54.32 32.00 3.32 3.42 3.38 3.53
20 dB 12.18 3.30 2.71 2.95 6.48 6.68 904.6 329.3 261.4 265.6 255.5 259.3
40 dB 12.17 3.06 0.30 0.28 0.68 0.71 619.0 49.39 3.97 4.04 3.94 3.97

OMI 55 dB 12.17 3.06 0.15 0.12 0.26 0.26 616.4 46.88 1.43 1.46 1.43 1.45
80 dB 12.17 3.06 0.15 0.11 0.25 0.24 616.3 46.84 1.35 1.38 1.35 1.37
120 dB 12.17 3.06 0.15 0.11 0.25 0.24 616.3 46.84 1.35 1.38 1.35 1.37
20 dB 6.88 5.16 2.16 2.17 3.39 3.42 517.6 410.9 273.9 275.1 274.2 276.5
40 dB 6.87 5.07 0.30 0.34 0.41 0.38 230.9 129.7 4.70 4.74 4.69 4.61

TROPOMI 55 dB 6.87 5.07 0.25 0.26 0.33 0.33 228.2 127.1 2.04 2.05 2.02 1.96
80 dB 6.87 5.07 0.25 0.26 0.34 0.33 228.1 127.1 1.96 1.99 1.95 1.88
120 dB 6.87 5.07 0.25 0.26 0.34 0.33 228.1 127.1 1.96 1.99 1.95 1.88
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SensibilitØ au choix des paramŁtres

Cette derniŁre partie est consacrØe à l’Øtude de la sensibilitØ des performances à deux paramŁtres
clØs : la taille du dictionnaire ND et le nombre d’observations L + 1 dans la fenŒtre glissante pour
l’ensemble des instruments considØrØs. Les rØsultats sont prØsentØs dans la �gure 2.34. On observe
globalement les mŒmes tendances que pour MicroCarb et CO2M : rØduire la taille du dictionnaire ND
permet gØnØralement d’amØliorer les performances, tandis qu’augmenter le nombre d’observations L
dans la fenŒtre glissante contribue Øgalement à une meilleure estimation des ISRFs. Toutefois, cette
amØlioration liØe à L ne se vØri�e que jusqu’à un certain seuil. En e�et, pour certains spectromŁtres
tels que OCO-2, GOME-2 ou TROPOMI, on constate qu’au-delà d’une certaine taille de fenŒtre,
l’erreur d’approximation augmente. Ce phØnomŁne peut s’expliquer par une plus forte variabilitØ
des ISRFs au sein de la bande spectrale, ce qui rend l’hypothŁse selon laquelle les ISRFs ne varient
pas dans la fenŒtre d’observation moins valide lorsque celle-ci est trop large.

Figure 2.34 � Illustration de l’erreur moyenne d’estimation des ISRFs pour les di�Ørentes mØ-
thodes (Gauss, Super-Gauss, OMP et LASSO avec les dictionnaires SVD et K-SVD) en fonction
des paramŁtres ND et L + 1 pour les missions OCO-2, Avantes, GOME-2, OMI, TROPOMI.
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Conclusion sur les instruments

Les mØthodes d’estimation des ISRFs basØes sur SPIRIT ont ØtØ Øtendues dans cette section
à d’autres instruments spectromØtriques tels que OCO-2, Avantes, GOME-2, OMI et TROPOMI.
Les performances ont ØtØ ØvaluØes en termes de qualitØ d’estimation des ISRFs avec une attention
particuliŁre pour leur robustesse au bruit et leur sensibilitØ aux paramŁtres clØs que sont le nombre
d’atomes du dictionnaire ND et la longueur de la fenŒtre d’observation glissante L + 1 . Les rØ-
sultats con�rment globalement les observations faites prØcØdemment sur MicroCarb et CO2M. En
particulier, les mØthodes SPIRIT surpassent systØmatiquement les modŁles paramØtriques classiques
(comme les gaussiennes et super-gaussiennes), que ce soit en termes de prØcision d’approximation, de
rØsidus ou de stabilitØ face au bruit. L’approche parcimonieuse s’avŁre donc particuliŁrement robuste
et e�cace, indØpendamment de l’instrument ou de la con�guration spectrale. Ces travaux valident
ainsi l’intØrŒt d’utiliser des reprØsentations parcimonieuses pour l’estimation des ISRFs dans un large
Øventail de contextes instrumentaux, ouvrant la voie à une utilisation de la mØthode SPIRIT dans
les chaînes opØrationnelles de traitement des donnØes issues de spectromŁtres.

2.3.6 Impact des incertitudes ou de possibles Øcarts modŁle�observations

DØpendance des ISRFs à la scŁne

Comme indiquØ dans le chapitre 1, la conception de l’instrument MicroCarb rend les ISRFs
sensibles à l’illumination de la fente pendant le temps d’intØgration. En e�et, les ISRFs utilisØes
jusqu’à prØsent (notØes �ISRF IN�) ont ØtØ obtenues à partir de scŁnes uniformes. Cependant, ces
fonctions peuvent varier en fonction du contenu de la scŁne observØe. La �gure 2.35 illustre cette
variabilitØ en montrant, à gauche, des ISRFs issues de scŁnes uniformes sØlectionnØes alØatoirement
parmi 1024, et à droite, des ISRFs simulØes à partir de scŁnes non-uniformes sØlectionnØes parmi
huit cas typiques rØpartis sur trois champs de vue (FOV). Pour chaque scŁne non-uniforme, un
spectre de rØfØrence est simulØ en utilisant une ISRF asymØtrique. Il est important de noter qu’en
pratique, aucune information directe sur la non-uniformitØ d’une scŁne n’est disponible dans les
spectres mesurØs. Ce n’est qu’au moment de l’inversion, lors de l’estimation des ISRFs, que l’on
peut constater leur modi�cation. Des dØtails supplØmentaires sont disponibles dans [28].

Figure 2.35 � Exemples d’ISRFs de scŁnes uniformes (ISRF IN - gauche) et de scŁnes non-uniformes
a�chØes en �gure 2.36 et pour di�Ørents champs de vue (FOVs) pour l’instrument MicroCarb (bande
B1).

La �gure 2.36 prØsente huit scŁnes reprØsentatives de la surface terrestre observØe par la fente
du spectromŁtre, dans la direction ACT. Chaque image est divisØe en trois zones Øgales (FOV1,
FOV2, FOV3), chacune correspondant à un regroupement (binning) spatial de pixels dØtectØs, pour
augmenter le SNR spectral. Les ISRFs simulØes pour chaque FOV sont a�chØes dans la mŒme �gure.
On remarque que certaines scŁnes, comme le dØsert, produisent des ISRFs proches de celles issues
de scŁnes uniformes, tandis que d’autres, comme un pro�l côtier horizontal, peuvent entraîner une
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ISRF fortement asymØtrique, du fait d’une occultation partielle de la fente. Deux jeux de donnØes
ont ØtØ ØtudiØs :

� Le premier contient les 8 ISRFs issues de scŁnes non-uniformes simulØes pour chacun des 3
FOVs, soit 24 ISRFs au total. Les rØsultats d’estimation sont prØsentØs dans la �gure 2.37.

� Le second jeu de donnØes intŁgre la frØquence d’occurrence des scŁnes durant une orbite
complŁte de MicroCarb. Certaines scŁnes sont observØes jusqu’à 99% du temps, tandis que
d’autres beaucoup plus rarement (50%). Il est donc essentiel que les erreurs d’estimation des
ISRFs restent faibles pour les scŁnes observØes le plus frØquemment. Les rØsultats correspon-
dants sont prØsentØs dans la �gure 2.38, pour des acquisitions reprØsentatives de scŁnes vues
à 99%, 90% et 50% du temps.

Dans les deux cas, les performances de SPIRIT (avec OMP et un dictionnaire SVD appris sur
les ISRFs de type IN) sont d’abord ØvaluØes en utilisant un dictionnaire construit uniquement a
partir de scŁnes uniformes. Les rØsultats montrent que cette approche est insu�sante : les erreurs
normalisØes dØpassent souvent 1%, en particulier pour les scŁnes les plus frØquemment observØes
par l’instrument, ce qui compromet la �abilitØ de l’estimation. Cela suggŁre que certaines ISRFs
non-uniformes � notamment celles associØes à des scŁnes comme la cote horizontale ou la cote
inclinØe � ne peuvent pas Œtre reprØsentØes avec su�samment de prØcision par un dictionnaire
base uniquement sur des scŁnes uniformes. Pour amØliorer les performances, une solution consiste
a construire un dictionnaire plus diversi�Ø. Celui-ci est formØ en combinant 103 ISRFs IN (sur
1024 disponibles) avec 3 ISRFs issues de scŁnes non-uniformes (sur 24), soit un total de 106 ISRFs
permettant de crØer un dictionnaire de ND = 25 atomes. Les rØsultats montrent que l’ajout de ces
trois ISRFs permet de faire chuter les erreurs sous le seuil de 1% dans tous les cas, atteignant ainsi
les exigences de prØcision de la mission, aussi bien pour les scŁnes uniformes que non-uniformes.
Comme prØcØdemment, les meilleures performances sont obtenues pour une cardinalitØ K comprise
entre 3 et 6 atomes.

En conclusion, cette Øtude montre que l’intØgration d’une plus grande diversitØ d’ISRFs (prove-
nant de scŁnes rØalistes non-uniformes) dans la construction du dictionnaire amØliore signi�cative-
ment la qualitØ de l’estimation. Cela souligne l’intØrŒt d’un apprentissage reprØsentatif des conditions
d’observation pour garantir des performances robustes et prØcises. Il est important de noter que l’ef-
fet des scŁnes non-uniformes sur la forme des ISRFs ne touche gØnØralement pas un unique pixel
spectral, mais la totalitØ des pixels. L’utilisation d’une fenŒtre glissante reste donc valide dans ce
contexte.

Figure 2.36 � Illustration de huit types de scŁne (gauche) avec les ISRFs associØes (FOV 2) pour
l’instrument MicroCarb.
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Figure 2.37 � Erreurs d’approximation des ISRFs pour les 8 exemples de scŁnes considØrØs et avec
un dictionnaire construit à partir de scŁnes uniformes ou scŁnes mixtes.

Figure 2.38 � Erreurs d’approximation des ISRFs pour 10 acquisitions associØes à des scŁnes non-
uniformes en fonction du pourcentage du temps oø la scŁne est vue par l’instrument MicroCarb
(99%, 90% ou 50% du temps) lors de la pØriode de rØvolution du satellite et avec un dictionnaire
construit à partir de scŁnes uniformes ou scŁnes mixtes.
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Figure 2.39 � Illustration des potentielles erreurs d’ISRF (ISRF asymØtrique ou ISRF construite
en prenant l’ISRF de l’instrument OCO-2) pour un pixel donnØ (l = 500 associØe à la longueur
d’onde �l = 763:71 nm.

Robustesse à des erreurs pixels

Nous considØrons à prØsent un nouveau type d’anomalie : une erreur localisØe sur un unique
pixel spectral. Dans ce contexte, il est pertinent d’associer l’anomalie à une erreur du dØtecteur. Ce
cas est intØressant car il permet de vØri�er les performances de l’estimation lorsqu’un pixel devient
dØfaillant lors de la mission. Ces pixels sont appelØs �bad pixels". Pour illustrer ce cas, une erreur
volontaire a ØtØ introduite au pixel l = 500, correspondant à la longueur d’onde �l = 763:71 nm.
L’ISRF associØe à ce pixel a ØtØ remplacØe, lors de la gØnØration du spectre, soit par une ISRF
asymØtrique issue d’une scŁne non-uniforme (comme un pro�l côtier horizontal), soit par une ISRF
radicalement di�Ørente, telle que celle correspondant au mŒme pixel pour l’instrument OCO-2. Ces
situations sont illustrØes dans la �gure 2.39.

La �gure 2.40 montre la variation moyenne de la forme des ISRFs dans une fenŒtre glissante de
Nobs = 80 observations. On y compare les trois cas :

1. ScØnario sans erreur : les variations d’ISRF dans la fenŒtre sont faibles (environ 1 %), validant
l’hypothŁse selon laquelle les ISRFs varient peu dans la fenŒtre glissante.

2. ScØnario avec une ISRF de scŁne non-uniforme au pixel central : des perturbations appa-
raissent mais sont localisØes autour du pixel l = 500.

3. ScØnario avec une ISRF issue d’OCO-2 : les perturbations s’Øtendent sur une plus grande
portion de la fenŒtre glissante.

Les Øcarts entre les formes des ISRFs se rØpercutent sur les performances d’estimation, comme le
montre la �gure 2.41. On observe une augmentation de l’erreur d’approximation des ISRFs et des
rØsidus, proportionnelle à l’amplitude de la perturbation. L’erreur reste localisØe et limitØe dans le
cas d’une ISRF asymØtrique rØaliste, mais devient bien plus marquØe lorsque l’ISRF provient d’un
instrument trŁs di�Ørent, comme OCO-2. Dans ce cas, il est di�cile, voire impossible, d’estimer
correctement l’ISRF fautive, mais cela impacte aussi l’estimation des ISRFs voisines associØes aux
pixels autour du pixel dØfaillant. En e�et, en examinant les rØsidus, on observe une augmentation
brusque centrØe sur l’ISRF dØfectueuse, formant un plateau d’amplitude ØlevØe d’environ la taille de
la fenŒtre glissante. Cela peut permettre de dØtecter l’erreur. En dØ�nitive, les rØsultats suggŁrent
que les approches basØes sur une reprØsentation parcimonieuse des ISRFs peuvent permettre de
dØtecter ce type d’anomalies instrumentales. Ainsi, un pixel prØsentant une erreur atypique au
niveau du rØsidu peut Œtre identi�Ø comme dØfectueux (mauvais pixel) et exclu de la fenŒtre glissante
d’estimation. Une fois ce pixel ØcartØ, les performances d’estimation des ISRFs sont satisfaisantes.
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Figure 2.40 � Illustration des variations des ISRFs en terme d’erreur moyenne entre l’ISRF du
pixel central et les autres ISRFs de la fenŒtre glissante pour chaque longueur d’onde.

Figure 2.41 � RØsultats obtenus en terme de rØsidus et d’erreur d’approximation des ISRFs en
fonction de la longueur d’onde pour les cas d’erreur pixel considØrØs (sans erreur, erreur ISRF
asymØtrique et erreur ISRF OCO-2).

Incertitude sur la fenŒtre glissante

Comme vu prØcØdemment, une variation locale des ISRFs (par exemple due à une erreur sur un
pixel) peut entraîner une dØgradation notable des performances d’estimation. Deux raisons princi-
pales peuvent expliquer ce phØnomŁne : d’une part, l’ISRF erronØe ne �gure pas dans le dictionnaire
utilisØ ; d’autre part, l’hypothŁse selon laquelle les ISRFs varient peu au sein de la fenŒtre glissante
n’est alors plus valide. L’objectif de cette section est d’examiner l’impact de variations plus impor-
tantes des ISRFs au sein de la fenŒtre glissante d’observation. La �gure 2.42 illustre ce cas. En haut,
on observe l’ampleur moyenne des variations introduites, qui sont nettement plus ØlevØes que dans
les situations prØcØdemment ØtudiØes. En bas, sont prØsentØes les erreurs d’estimation des ISRFs en
fonction de la longueur d’onde pour deux mØthodes : la mØthode paramØtrique utilisant un modŁle
d’ISRF super-gaussien (le plus performant parmi les modŁles paramØtriques) et la mØthode SPIRIT
avec OMP et SVD.

On constate que la mØthode SPIRIT reste plus performante que les mØthodes paramØtriques, mais
les erreurs sont supØrieures à 1 %. Ces erreurs restent proches des variations moyennes observØes dans
les ISRFs, ce qui con�rme les observations prØcØdentes : lorsque l’hypothŁse selon laquelle les ISRFs
ne varient pas fortement au sein de la fenŒtre glissante n’est plus vØri�Øe, il devient di�cile d’atteindre
une estimation trŁs prØcise. Pour remØdier à cette limitation, une piste possible serait de modØliser
explicitement les variations des ISRFs dans la bande spectrale, et de les estimer conjointement avec
les ISRFs elles-mŒmes. Ce travail, toutefois complexe, est laissØ pour de futures recherches. Une
autre approche pourrait consister à utiliser plusieurs spectres thØoriques pour estimer les ISRFs.
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Figure 2.42 � variations des ISRFs en terme d’erreur moyenne entre l’ISRF du pixel central et
les autres ISRFs de la fenŒtre glissante pour chaque longueur d’onde (en haut) et rØsultats obtenus
pour l’approximation des ISRFs en fonction de la longueur d’onde en utilisant la paramØtrisation
super-gaussienne et l’OMP avec dictionnaire SVD (en bas).

Incertitude lors de la construction du dictionnaire

Comme mentionnØ prØcØdemment, tous les dictionnaires ne sont pas adaptØs à la modØlisation
des ISRFs. Un dictionnaire pertinent peut s’obtenir en e�ectuant une SVD ou une K-SVD sur une
collection d’ISRFs bien caractØrisØes au sol. Dans les applications pratiques, l’instrument est calibrØ
à partir de spectres mesurØs pour certaines scŁnes de rØfØrence dont le spectre est bien connu (par
exemple, le Soleil, la Lune, ou certaines scŁnes uniformes comme les dØserts). Cependant, des erreurs
peuvent survenir lors de la construction du dictionnaire, notamment si certaines ISRFs utilisØes sont
bruitØes, comme cela peut Œtre le cas lors de leur mesure au sol avec un laser accordable. Ce point
a d’ailleurs ØtØ ØvoquØ dans la section 2.1, lors du dØbruitage des ISRFs. Cette partie propose
une analyse de l’impact de tels artefacts (ou �mismatches�) sur l’estimation des ISRFs lorsque le
dictionnaire est construit à partir de donnØes bruitØes. Pour cela, un bruit gaussien est ajoutØ à un
tiers des ISRFs utilisØes dans la phase d’apprentissage du dictionnaire, avec des rapports signal sur
bruit (SNR) �xØs à 20 dB, 40 dB et 60 dB.

Les erreurs d’approximation des ISRFs, prØsentØes dans la �gure 2.43, con�rment que l’augmen-
tation du niveau de bruit dans les ISRFs utilisØes pour constituer le dictionnaire peut dØgrader les
performances d’estimation. Cependant, cette dØgradation reste trŁs limitØe pour des rapports signal
sur bruit (SNR) rØalistes, c’est-à-dire supØrieurs à 40 dB. En e�et, en pratique, les mesures d’ISRFs
au sol sont rØalisØes avec des instruments de trŁs haute prØcision, rendant peu probable l’existence
d’ISRFs avec un SNR aussi faible que 20 dB. Dans ce dernier cas oø le bruit est plus important, les
erreurs augmentent signi�cativement. Il est toutefois important de noter que, dans tous les cas, les
erreurs obtenues restent infØrieures à celles issues des modŁles paramØtriques prØcØdemment ØtudiØs.
Cette augmentation des erreurs pour SPIRIT s’explique notamment par le fait que le bruit modi�e
la forme des atomes du dictionnaire, impactant ainsi la qualitØ de l’approximation. D’autres types
de �mismatch� peuvent survenir en fonctionnement de l’instrument : des di�Ørences entre les ISRFs
mesurØes en vol et celles caractØrisØes au sol peuvent apparaître, dues à des variations liØes à la
scŁne observØe ou à des dØplacements de l’instrument. Ce phØnomŁne a ØtØ abordØ dans les sections
prØcØdentes, notamment lors de l’estimation des ISRFs de CO2M à partir d’un autre jeu de donnØes
d’ ISRFs caractØrisØes au sol, ainsi que dans la section 2.3.6, oø les variations des ISRFs en fonction
de la scŁne sont prises en compte pour l’instrument MicroCarb.
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Figure 2.43 � RØsultats obtenus en utilisant OMP et SVD pour di�Ørents scØnarios de dictionnaires
construits avec des ISRFs bruitØes (SNR = 20dB,SNR = 40dB ou SNR = 60dB) .

Incertitude sur le spectre thØorique

Une mauvaise connaissance du spectre thØorique peut provenir d’un positionnement imprØcis
du satellite, d’une connaissance partielle des conditions atmosphØriques locales, ou encore d’une
mauvaise estimation des concentrations en gaz. Cette section propose une analyse prØliminaire de
l’impact de ces erreurs potentielles sur l’estimation des ISRFs lorsque le spectre thØorique est impar-
fait. Dans une premiŁre expØrience, un bruit gaussien a ØtØ ajoutØ au spectre de rØfØrence avec des
rapports signal sur bruit (SNR) de 20 dB, 40 dB et 60 dB. Comme on peut l’observer dans les rØsul-
tats prØsentØs dans la �gure 2.44, une augmentation du bruit dans le spectre de rØfØrence dØgrade,
comme attendu, la qualitØ de l’estimation des ISRFs. NØanmoins, la mØthode reste globalement
robuste au bruit : mŒme avec un SNR de 20dB, l’erreur moyenne d’estimation des ISRFs demeure
infØrieure à 1%. À ce niveau de bruit, la meilleure performance est atteinte pour une cardinalitØ
K = 2 . De plus, les erreurs obtenues restent systØmatiquement infØrieures à celles des approches
paramØtriques.

Une seconde expØrience a ØtØ conduite pour analyser l’impact d’un mauvais choix du spectre
de rØfØrence. Plus prØcisØment, on suppose que le spectre mesurØ a ØtØ gØnØrØ à partir d’un certain
spectre de rØfØrence (en noir sur la �gure de gauche de 2.45), mais qu’on e�ectue l’estimation
en supposant un autre spectre thØorique. La convolution de ce second spectre thØorique avec les
ISRFs produit un nouveau spectre simulØ, a�chØ en orange. On observe des di�Ørences notables
entre les deux spectres, notamment une accentuation des raies spectrales à partir de la longueur
d’onde �l = 759:5 nm. Au niveau de l’erreur d’estimation des ISRFs, les rØsultats sont obtenus en
utilisant un modŁle d’ISRF super-gaussien et la mØthode SPIRIT avec l’algorithme OMP (K = 4
et K = 1 atomes non-nuls). On remarque que jusqu’à �l = 759:5 nm, les deux spectres Øtant
similaires, les erreurs d’estimation restent faibles (infØrieures à 1 %). En revanche, au-delà de cette
longueur d’onde, les erreurs augmentent signi�cativement, aussi bien pour le modŁle super-gaussien
que pour la mØthode SPIRIT avec OMP (K = 4 atomes). Les meilleures performances dans cette
con�guration sont obtenues avec K = 1 , mais l’erreur reste malgrØ tout nettement supØrieure au
seuil de 1 %.

Ces rØsultats mettent en Øvidence une limitation majeure : la connaissance du spectre de rØ-
fØrence utilisØ comme entrØe du modŁle est cruciale. Toute erreur signi�cative sur ce spectre peut
compromettre la qualitØ de l’estimation des ISRFs, et ce, mŒme avec les mØthodes avancØes utilisant
une reprØsentation parcimonieuse des ISRFs. Notons que la derniŁre expØrience ne correspond pas
à une situation arti�cielle, mais cible un cas rØaliste dans lequel le spectre de rØfØrence peut Œtre in-
connu, ou prØsenter un dØcalage par rapport à celui utilisØ en simulation. Il pourra Œtre envisageable
de modØliser ce type d’erreur en utilisant une fonction - potentiellement non-linØaire - appliquØe au
spectre de rØfØrence. Il est alors possible d’Øtablir une analogie entre la modØlisation des erreurs sur
les spectres de rØfØrence et celle des erreurs radiomØtriques ou spectrales, ces derniŁres a�ectant le
spectre mesurØ. Une Øtude plus dØtaillØe de ces erreurs de mesure sera prØsentØe dans le chapitre 3.
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Figure 2.44 � RØsultats obtenus en utilisant OMP et SVD pour di�Ørents scØnarios avec spectres
de rØfØrences bruitØs (SNR = 20dB,SNR = 40dB ou SNR = 60dB) .

Figure 2.45 � Comparaison entre le spectre mesurØ et le modŁle du spectre mesurØ convoluØ et
rØsultats d’estimation des ISRFs en utilisant les mØthodes Super-Gauss et OMP avec une cardinalitØ
de K = 1 ou K = 4 .

2.4 Conclusion et limites de la mØthode
Ce premier chapitre a pour objectif de dresser un Øtat de l’art des mØthodes d’estimation des

fonctions de rØponse spectrale des instruments (ISRFs) et de proposer une nouvelle approche de
modØlisation de ces fonctions fondØe sur leur reprØsentation parcimonieuse dans un dictionnaire
appris à partir d’exemples. Les mØthodes classiques, majoritairement paramØtriques (telles que les
modŁles gaussiens ou super-gaussiens) sont peu �exibles et ne s’adaptent pas à la diversitØ des
formes que peuvent prendre les ISRFs selon les instruments. Nous avons donc introduit une nouvelle
mØthode d’estimation, nommØe SPIRIT, qui repose sur une modØlisation plus souple et gØnØrique.
L’approche dØveloppØe ici consiste à approximer les ISRFs à partir d’une dØcomposition parcimo-
nieuse dans un dictionnaire construit à partir de mesures issues de donnØes rØelles ou de simulations
rØalistes (ici d’exemples d’ISRFs). Cette mØthode prØsente plusieurs atouts : elle ne repose pas sur
un modŁle spØci�que d’instrument et peut s’appliquer à tout problŁme d’estimation pouvant Œtre
formulØ comme un problŁme inverse linØaire et pour lequel des exemples d’ISRFs sont disponibles.
Il est nØanmoins essentiel de disposer, d’une part, d’un nombre su�sant d’observations permet-
tant d’estimer les ISRFs (par exemple en supposant que les ISRFs ne varient pas beaucoup dans
une fenŒtre d’observation glissante), et d’autre part, d’un dictionnaire su�samment riche constituØ
d’ISRFs bien caractØrisØes au sol. Pour Øtudier la mØthode, des rØsultats ont ØtØ prØsentØs pour des
donnØes associØes aux missions MicroCarb et CO2M, mais d’autres instruments (OCO-2, Avantes,
GOME-2, OMI, TROPOMI) ont Øgalement ØtØ considØrØs.

L’estimation en vol des ISRFs repose sur la connaissance d’un couple spectre mesurØ / spectre de
rØfØrence. Le problŁme est modØlisØ comme une convolution discrŁte entre le spectre de rØfØrence et
les ISRFs, rØsultant en un problŁme inverse linØaire. Les rØsultats montrent que la mØthode SPIRIT
permet d’atteindre une erreur relative infØrieure à 1% sur une large plage de longueurs d’onde, tout
en minimisant les rØsidus de reconstruction. Deux techniques ont ØtØ testØes pour e�ectuer la dØ-
composition : l’algorithme OMP (Orthogonal Matching Pursuit) et la mØthode LASSO, ainsi qu’une
variante basØe sur une rØgularisation utilisant les enveloppes quadratiques qui permet d’obtenir de
meilleures performances au prix d’un coßt de calcul plus ØlevØ.
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Nos conclusions concernant l’estimation des ISRFs avec la mØthode SPIRIT sont rØsumØes ci-
dessous :

� L’Øtude du nombre d’atomes nØcessaires à la reprØsentation parcimonieuse des ISRFs montre
qu’un petit nombre d’atomes (entre 3 et 6) permet une estimation e�cace des ISRFs dans
les di�Ørents scØnarios. Les performances sont par ailleurs robustes vis-à-vis de la taille du
dictionnaire, à condition qu’elle reste raisonnable (nous avons retenu ND = 25), et dØpendent
Øgalement de la taille de la fenŒtre d’observation, que nous avons �xØe à L = 80.

� Une analyse de robustesse au bruit a mis en Øvidence que la mØthode SPIRIT reste trŁs
performante tant que le bruit n’est pas trop ØlevØ, avec des erreurs toujours en dessous du
seuil de 1% pour MicroCarb. Cependant, dŁs que le SNR diminue fortement (par exemple à 20
dB), la mØthode commence à atteindre ses limites. Ces rØsultats encouragent à explorer, dans
des travaux futurs, de nouvelles mØthodes de dØbruitage, qu’il s’agisse de traiter les ISRFs
mesurØes avec laser ou les spectres mesurØs. Des approches issues du machine learning comme
les modŁles de di�usion pour le dØbruitage ou les auto-encodeurs variationnels pourraient Œtre
particuliŁrement pertinentes.

� Nous avons ensuite examinØ l’impact de certains Øcarts possibles entre le modŁle et les obser-
vations. Lorsque le dictionnaire est mal adaptØ, par exemple parce que certaines ISRFs n’ont
pas ØtØ incluses (comme dans le cas de MicroCarb oø elles dØpendent de la scŁne), il su�t
souvent d’ajouter un petit nombre d’atomes pertinents dans le dictionnaire pour retrouver
une bonne prØcision. En e�et, la mØthode SPIRIT prØsente une bonne robustesse vis-à-vis de
la forme des ISRFs, et permet une estimation prØcise mŒme lorsque celles-ci varient sensible-
ment selon les scŁnes. Si les ISRFs utilisØes pour construire le dictionnaire sont trŁs bruitØes,
cela dØgrade les performances, ce qui souligne l’importance de bien calibrer ces fonctions au
sol.

� Une autre hypothŁse importante est celle selon laquelle les ISRFs varient peu d’un pixel à
l’autre, permettant de dØ�nir une fenŒtre glissante. Lorsque cette hypothŁse ne tient plus,
comme en prØsence d’un pixel erronØ ou de variations importantes des ISRFs dans la bande,
l’erreur d’estimation augmente. En e�et, dans le cas oø un pixel dØfaillant est inclus dans la
fenŒtre d’observation, cela perturbe fortement l’estimation. Toutefois, bien que la mØthode
ne permette pas d’estimer correctement l’ISRF du pixel dØfaillant, elle permet nØanmoins de
le dØtecter, et donc de l’exclure a posteriori. Lorsque les variations des ISRFs sont trŁs fortes
selon la longueur d’onde, l’algorithme OMP reste toujours plus performant que les modŁles
paramØtriques, mais il devient di�cile de maintenir une erreur infØrieure à 1 %. Ce constat
ouvre des pistes de recherche sur la modØlisation explicite des variations des ISRFs le long
de la bande spectrale, ce qui permettrait de s’a�ranchir de l’utilisation stricte d’une fenŒtre
glissante.

� L’un des rØsultats majeurs de ce chapitre concerne la dØpendance forte des performances de la
mØthode d’estimation des ISRFs à la connaissance du spectre de rØfØrence. Lorsque ce dernier
est lØgŁrement bruitØ, les performances restent acceptables. En revanche, lorsqu’un spectre
de rØfØrence incorrect est utilisØ (par exemple, provenant d’une scŁne di�Ørente ou dØformØe),
l’estimation est fortement biaisØe et les erreurs augmentent brutalement. Cela constitue une
hypothŁse fondamentale du cadre proposØ. Une voie prometteuse consisterait à explorer des
stratØgies d’inversion aveugle, dans lesquelles le spectre de rØfØrence et les ISRFs seraient
estimØs conjointement, à la maniŁre de certaines approches en traitement d’images oø l’on
estime à la fois l’image et sa fonction de �ou (PSF). Notons par ailleurs que ces erreurs sur le
spectre de rØfØrence pourraient Œtre modØlisØes comme des erreurs radiomØtriques, appliquØes
non pas sur le spectre mesurØ dans son ensemble, mais uniquement sur le spectre thØorique.

Dans le chapitre suivant, ce travail sera Øtendu en intØgrant des sources d’erreurs pouvant conta-
miner les ISRFs comme des erreurs de calibration radiomØtrique ou des dØcalages spectraux. Ces
erreurs sont gØnØralement non-linØaires et peuvent a�ecter plus particuliŁrement certaines longueurs
d’onde. L’objectif est de dØvelopper des algorithmes capables de corriger ces erreurs tout en estimant
les ISRFs.



Chapitre 3

Calibration spectrale et
radiomØtrique

Dans ce chapitre, nous nous intØressons aux di�Ørents types de dØfauts instrumentaux suscep-
tibles d’a�ecter les spectres mesurØs et, par consØquent, l’estimation des ISRFs. Les erreurs associØes
à ces dØfauts sont illustrØes dans la �gure 3.1 et peuvent Œtre regroupØes en deux grandes catØgo-
ries. La premiŁre, illustrØe à gauche dans la �gure 3.1, concerne les dØfauts spectraux. Ceux-ci se
traduisent par des dØcalages sur l’axe des longueurs d’onde dßs à une mauvaise association entre les
pixels du dØtecteur et les longueurs d’onde correspondantes. Elles peuvent rØsulter d’une mauvaise
caractØrisation du barycentre de l’ISRF associØe à chaque pixel, ou Œtre induites par des phØnomŁnes
liØs aux conditions de vol. Parmi ceux-ci, on peut citer l’e�et Doppler, causØ par le mouvement du
satellite, ainsi que des dØformations mØcaniques, par exemple d’origine thermoØlastique. Ces erreurs
spectrales peuvent Øgalement varier en fonction des conditions dans lesquelles les spectres de rØ-
fØrence sont acquis par l’instrument. Il peut donc Œtre nØcessaire, dans certains cas, d’estimer les
dØcalages spectraux pour chaque jeu de donnØes (spectre de rØfØrence / spectre mesurØ). La seconde
catØgorie correspond aux dØfauts radiomØtriques, illustrØs dans la partie droite de la �gure 3.1. Ces
dØfauts peuvent Œtre modØlisØs par des gains non linØaires spØci�ques à chaque pixel de l’instrument.
Plus prØcisØment, les dØfauts radiomØtriques peuvent Øvoluer lentement dans le temps, notamment
en lien avec le vieillissement de certains composants Ølectroniques. Ils sont intrinsŁques à l’instrument
et ne sont pas supposØs varier, ou trŁs peu, en fonction des spectres de rØfØrence. Il est important de
noter que ces deux types de dØfauts n’a�ectent pas de la mŒme maniŁre l’ensemble du spectre. En
e�et, les erreurs spectrales ont peu d’impact dans les zones �plates� du spectre, mais elles peuvent
Œtre plus facilement identi�Øes et corrigØes dans les parties du spectre contenant des raies spectrales.
À l’inverse, les erreurs radiomØtriques sont plus di�ciles à estimer dans les intervalles contenant des
raies, en raison de la forte variabilitØ locale du signal, mais elles sont plus facilement dØtectables
dans les rØgions oø le spectre est �plat�.

En reprenant les notations introduites au chapitre 2, on peut formuler un modŁle d’observation
modi�Ø qui prend en compte à la fois les erreurs de dØcalage spectral, notØes g, et les erreurs
radiomØtriques, notØes fl , spØci�ques à chaque pixel l. L’Øquation de ce modŁle s’Øcrit alors :

y(�l ) = fl ( r � g(Il ))(�l ) ) = fl

� Z

R
r(�l � u) g(Il (u)) du

�
; l = 1 ; : : : ; N� ; (3.1)

oø y(�l ) 2 R est la valeur du spectre mesurØ à la longueur d’onde �l tenant compte des dØfauts
spectraux. Le terme r(�) est une fonction qui dØsigne le spectre de rØfØrence (ou spectre thØorique),
tandis que Il est la fonction de rØponse spectrale instrumentale (ISRF) associØe au pixel l, centrØe
sur la longueur d’onde �l .

Dans une premiŁre partie de ce chapitre, nous nous concentrerons sur la modØlisation des dØca-
lages spectraux, ainsi que sur l’estimation conjointe de ces dØfauts avec les ISRFs. Dans une seconde
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Figure 3.1 � Illustration de l’impact des dØfauts (dØcalages spectraux (gauche) et erreurs radio-
mØtriques (droite)) sur le spectre mesurØ.

partie, nous aborderons la modØlisation et l’estimation des erreurs radiomØtriques, en dØveloppant à
nouveau une approche d’estimation conjointe des ISRFs et des dØfauts. En�n, la derniŁre partie sera
dØdiØe à l’estimation conjointe des ISRFs, des dØcalages spectraux et des erreurs radiomØtriques, en
s’appuyant sur les mØthodes introduites dans les deux sections prØcØdentes. Nous y retiendrons les
approches donnant les meilleurs rØsultats, tant en termes de prØcision d’estimation des ISRFs, que
de temps de calcul.

3.1 Calibration spectrale

Dans cette partie, nous nous intØressons à la calibration spectrale des instruments. Les erreurs
radiomØtriques sont supposØes avoir ØtØ corrigØes, ce qui signi�e que les fonctions fl introduites
dans l’Øquation (3.1) sont telles que fl (x) = x (fonction identitØ). Le modŁle d’observation (3.1) se
simpli�e donc et s’Øcrit :

y(�l ) = ( r � g(Il ))(�l ) =
Z

R
r(�l � u) g(Il (u)) du; l = 1 ; : : : ; N� : (3.2)

Ce modŁle permet de se concentrer sur l’estimation des ISRFs et des dØcalages spectraux en nØgli-
geant les e�ets radiomØtriques. L’objectif est de proposer des mØthodes permettant de corriger les
erreurs spectrales et d’estimer au mieux les ISRFs. On rappelle que chaque pixel l du dØtecteur est
associØ à une ISRF Il spØci�que, qui peut varier selon la longueur d’onde. La longueur d’onde �l

attribuØe à un pixel correspond gØnØralement au barycentre de l’ISRF Il . Cette caractØrisation des
longueurs d’onde �l et des ISRFs I l est en gØnØral rØalisØe lors de la calibration au sol, à l’aide d’un
laser accordable fournissant une lumiŁre monochromatique [69]. Cependant, plusieurs phØnomŁnes
peuvent a�ecter cette calibration lors des mesures en vol : erreurs de calibration initiale, e�et Dop-
pler dß au mouvement du satellite, variations thermiques dans l’instrument ou encore dØformations
thermo-Ølastiques [70, 71]. Nous proposons de modØliser ces dØcalages spectraux de maniŁre para-
mØtrique. Dans un premier temps, nous formulons le problŁme d’estimation conjointe des ISRFs et
du dØcalage spectral dans ce cadre. Nous prØsenterons ensuite di�Ørentes mØthodes d’estimation ou
de recalage.
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3.1.1 Estimation des ISRFs avec prise en compte des dØcalages spectraux

Formulation du problŁme

De la mŒme maniŁre que dans le chapitre 2, l’Øquation 3.2 peut Œtre discrØtisØe de la façon
suivante :

y(�l ) =
N= 2X

n=� N= 2

r(�l � n� I )g (Il (n� I )) + �l , (3.3)

oø l’on rappelle que � I est l’espacement entre les N + 1 points de la grille de l’ISRF, et que �l
reprØsente un bruit gaussien sur la mesure au pixel l. Dans ce modŁle, la fonction g reprØsente
un dØcalage spectral appliquØ à l’ISRF, qui est alors recentrØe sur une nouvelle longueur d’onde
�0

l = �l + �(l), oø �(l) dØsigne le dØcalage spectral associØ au pixel l. Formellement, ce dØcalage est
tel que :

g (Il (n� I )) = Il (n� I + �(l)) :

Ainsi, le produit entre l’ISRF et le spectre de rØfØrence s’e�ectue à une position dØcalØe, ce qui
introduit une erreur sur le spectre mesurØ.Il devient alors nØcessaire de rØaligner le spectre mesurØ
avec le spectre modØlisØ, en s’appuyant sur les longueurs d’onde connues �l a�n de corriger ces
erreurs et d’amØliorer la prØcision de l’estimation.

Nous reprenons l’hypothŁse selon laquelle les ISRFs varient peu sur une fenŒtre d’observation
autour du pixel l, oø l’on cherche à estimer l’ISRF Il . En reprenant les notations du chapitre 2, on
introduit une nouvelle fenŒtre glissante

Wl (�) =
�
�l � L

2
+ �

�
l �

L
2

�
; : : : ; �l+ L

2
+ �

�
l +

L
2

� �
; (3.4)

contenant ainsi L + 1 observations du spectre mesurØ, cette fois-ci aux longueurs d’onde dØcalØes
�0

l = �l + �(l). En e�et, du point de vue de la modØlisation, un dØcalage de l’ISRF de �(l) peut
s’interprØter comme un dØcalage Øquivalent du spectre de rØfØrence. On peut alors introduire ce
dØcalage lors de la construction de la matrice

R l (�) , � (r ;W (�)) 2 R(L +1)� (N +1); (3.5)

oø � : S�W ! R(L +1)� (N +1) est une fonction d’interpolation qui retourne une matrice composØe
de versions dØcalØes du spectre de rØfØrence vectorisØ r , centrØes sur les longueurs d’onde interpolØes
correspondant à la fenŒtre glissante Wl (�). Le vecteur I l 2 RN +1 reprØsentant l’ISRF à estimer
peut alors Œtre conservØ sans modi�cation par rapport au chapitre 2. On peut à nouveau Øcrire la
reprØsentation de l’ISRF sous forme vectorisØe I l dans le dictionnaire � 2 R(N +1)� N D de la maniŁre
suivante :

I l = � � l ; (3.6)

oø � l est un vecteur parcimonieux que l’on cherche à estimer. Le problŁme d’optimisation global,
visant l’estimation conjointe des ISRFs et des dØcalages spectraux, s’Øcrit alors :

arg min
A ;�

R1(A ; �) = arg min
A ;�

N �X

l=1

jjy l � R l (�)� � l jj22 + �
N �X

l=1

jj� l jj0; (3.7)

R l (�) , � (r ;W (�)) ;

oø y l est le spectre mesurØ vectorisØ sur la fenŒtre glissante et A = [ � 1; :::; � N � ] 2 RN D � N � la
matrice contenant les vecteurs parcimonieux à estimer.
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ModØlisation paramØtrique des dØcalages spectraux

Nous proposons ici de considØrer que la fonction des dØcalages spectraux � à estimer est une
fonction paramØtrique, notØe �c , dØpendant d’un vecteur de paramŁtres c 2 RP . La longueur d’onde
dØcalØe s’Øcrit alors �0

l = �l + �c (l) et l’estimation des dØcalages spectraux revient à estimer le
paramŁtre c. Di�Ørents modŁles peuvent Œtre utilisØs pour �c . Nous supposerons dans cette thŁse
que les dØcalages peuvent Œtre modØlisØs par un polynôme de degrØ P :

�c (l) =
PX

p=0

cp

�
l

lmax

� p

; (3.8)

oø lmax est le nombre de pixels dans la bande. Une justi�cation thØorique de ce choix de modŁle
repose sur le fait qu’il est bien connu que toute fonction continue dØ�nie sur un intervalle peut
Œtre uniformØment approchØe par une fonction polynomiale, selon le thØorŁme d’approximation de
Stone-Weierstrass [72]. D’un point de vue plus pratique, l’utilisation de modŁles polynomiaux pour
ces dØcalages est largement rØpandue dans la littØrature. Par exemple, un polynôme d’ordre 1 est
employØ pour le spectromŁtre GOSAT [70], un polynôme d’ordre 2 dans [73], tandis que des po-
lynômes jusqu’à l’ordre 5 sont utilisØs pour d’autres instruments tels que OCO-2 [71]. Lorsque les
dØcalages sont trŁs faibles, largement infØrieurs à la largeur d’un pixel, une linØarisation par dØve-
loppement de Taylor est pertinente, comme dØmontrØ dans [74]. Cependant, des dØcalages pouvant
atteindre jusqu’à 3 pixels ont ØtØ observØs [71], ce qui nØcessite un modŁle plus robuste pour leur
estimation en vol. Par consØquent, la linØarisation n’a pas ØtØ ØtudiØe dans cette thŁse.

En injectant l’expression du dØcalage �c dans l’Øquation (3.7), on obtient alors :

arg min
A ;c

R2(A ; c) = arg min
A ;c

N �X

l=1

jjsl � R l (c)� � l jj22 + �
N �X

l=1

jj� l jj0; (3.9)

R l (c) , �

 

r ;Wl

 
PX

p=0

cp

�
�

lmax

� p
!!

:

La section suivante prØsente des mØthodes permettant d’estimer conjointement la matrice A et le
vecteur c à partir du spectre mesurØ y et des longueurs d’onde caractØrisØes au sol �l .

3.1.2 Estimation conjointe des ISRFs et des dØcalages spectraux
Optimisation alternØe

Le problŁme (3.9) est non convexe et NP-di�cile, notamment en raison de la norme ‘0 appliquØe
aux coe�cients � l comme prØsentØ dans le chapitre 2. Il devient cependant plus di�cile à rØsoudre
avec l’introduction des erreurs spectrales. Dans ce contexte, nous proposons d’utiliser une mØthode
alternØe qui itŁre entre l’estimation des dØcalages spectraux (permettant un recalage entre observa-
tions et modŁle) et l’estimation des vecteurs parcimonieux. Plus prØcisØment, les deux Øtapes sont
les suivantes :

1. Estimation des dØcalages spectraux � (ou des coe�cients c) en �xant les ISRFs. L’optimisa-
tion est rØalisØe en fonction de la mØthode choisie (voir section prØcØdente).

2. Estimation des vecteurs parcimonieux � l à partir du dictionnaire interpolØ, en �xant les dØca-
lages. L’estimation des vecteurs � l est rØalisØe à l’aide de l’algorithme Orthogonal Matching
Pursuit (OMP) [36, 37], adaptØ aux reprØsentations parcimonieuses.

À chaque itØration, on met à jour successivement les dØcalages et les coe�cients jusqu’à convergence.
Cette mØthode est dØcrite dans l’algorithme 7 de l’annexe A. Notons que deux stratØgies d’initiali-
sation peuvent Œtre adoptØes pour la premiŁre Øtape : (i) en supposant qu’aucune erreur n’a�ecte les
longueurs d’onde : on initialise les dØcalages à zØro et on commence par estimer les ISRFs à partir
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des donnØes observØes, ou (ii) en supposant qu’il existe un dØcalage spectral dØterminØ à partir d’un
pro�l moyen d’ISRF reprØsentØ par le premier atome du dictionnaire � .

Cette mØthode peut Œtre considØrØe comme une extension du cadre SPIRIT dØveloppØ dans le
chapitre 2, en intØgrant cette fois un modŁle explicite de dØcalage spectral. Elle repose sur une
reprØsentation parcimonieuse des rØponses spectrales dans un dictionnaire �xe, tout en permettant
de corriger les erreurs de positionnement spectral. La mØthode complŁte est appelØe SPIRITUS,
pour "SParse representation of Instrument spectral Responses usIng a dicTionary and accoUnting
for spectral Shifts".

Utilisation du transport optimal

La distance à minimiser dans la formulation (3.9) est la norme ‘2. Cependant, l’utilisation d’une
telle norme dans certains contextes peut s’avØrer inadaptØe, notamment en prØsence de grands
dØcalages spectraux ou de spectres complexes (avec de nombreuses raies comme dans la bande
B2 de MicroCarb). Dans ces cas, cette fonction de coßt prØsente de nombreux minima locaux.
Il devient alors pertinent d’envisager des distances alternatives à la norme ‘2, potentiellement plus
robustes aux dØcalages spectraux, permettant de convexi�er le problŁme d’optimisation. Le transport
optimal (OT) a ØtØ utilisØ dans de nombreuses applications, notamment en imagerie sismique haute
rØsolution [75]. En facilitant la convexi�cation de la fonction de coßt, la distance de Wasserstein peut
avantageusement remplacer la norme ‘2 pour l’estimation des dØcalages spectraux. Les fondements
thØoriques du transport optimal sont par exemple dØtaillØs dans [76] qui introduit les problŁmes
de Monge et la relaxation de Kantorovich. Cette partie rØsume certains rØsultats qui seront utilisØs
pour l’estimation conjointe des ISRFs et des dØfauts spectraux.

ConsidØrons deux densitØs positives �; � : R! R+, normalisØes telles que :
Z

R
�(�)d� =

Z

R
�(�)d� = �;

pour une certaine valeur de � > 0. La distance de Wasserstein-2 (voir [77]) entre � et � est alors
dØ�nie par :

W2(�; �) =

0

@ inf
T :R! R
T# � =�

Z

R
(�� T (�))2d�

1

A

1=2

;

oø T est le transport optimal, aussi appelØ application de Monge, et T#� l’image de � par T . Si �
et � sont absolument continues, le transport optimal existe et admet une expression explicite (voir
[78, Thm. 2.9]) :

T = F [� 1]
� � F� ;

oø F� et F� dØsignent les fonctions de rØpartition de � et � et F � 1
� la pseudo-inverse gØnØralisØe. On

obtient alors la forme intØgrale suivante :

W2(�; �) =
� Z �

0

�
F [� 1]

� (y) � F [� 1]
� (y)

� 2
dy

� 1=2

: (3.10)

Dans notre cas, � et � correspondent respectivement aux spectres mesurØs y l et reconstruits � l .
Cette intØgrale est approchØe par des sommes de Riemann, ce qui nØcessite une interpolation �ne
lorsque les dØcalages spectraux sont faibles (sous-pixel).

Notons que dans la pratique, les spectres ne sont pas nØcessairement de mŒme masse. Comme
discutØ dans [76], cela peut Œtre traitØ par des variantes du transport optimal dites "unbalanced",
rØsolues via des rØgularisations entropiques et l’algorithme de Sinkhorn. NØanmoins, cette approche
est plus coßteuse à mettre en ÷uvre. Pour simpli�er, nous normalisons les spectres à une masse
unitaire, ce qui permet d’appliquer directement la formulation (3.10).
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Figure 3.2 � Distance entre les mesures y l et le modŁle R l (c)I l en fonction du dØcalage spectral
�, pour un dØcalage constant sur tous les pixels : comparaison entre la norme ‘2 (à gauche) et la
distance de Wasserstein (à droite).

La Fig. 3.2 illustre l’Øvolution des distances k� � �(c)k2 et W2(�; �(c)) en fonction du dØcalage
spectral �, avec des ISRFs supposØes connues. Un dØcalage constant de 0;065 nm est simulØ (i.e.
P = 0 , c0 = 0 ;065). On observe que la norme ‘2 introduit plusieurs minima locaux, alors que la
distance de Wasserstein fournit une fonction de coßt plus rØguliŁre, sans minima locaux, ce qui en
fait un critŁre plus adaptØ. L’estimation des dØcalages spectraux, à partir du paramŁtre c dans ce
contexte, peut alors Œtre reformulØe comme suit :

arg min
c
ROT(c) = arg min

c

N �X

l=1

W2(y l ;R l (c)I l ): (3.11)

Notons que le minimum obtenu peut Œtre moins prØcis (c’est-à-dire prØsenter une forme moins
pointue du terme d’attache aux donnØes (comme illustrØ dans la �gure de droite de Fig. 3.2) que
celui obtenu avec la norme ‘2.

Dans ce travail, la distance de Wasserstein est utilisØe uniquement pour estimer les dØcalages
spectraux et amØliorer la robustesse du recalage entre les spectres mesurØs et les modŁles ISRFs. Ce-
pendant, elle pourrait aussi Œtre exploitØe pour l’estimation des vecteurs parcimonieux � l . Plusieurs
Øtudes rØcentes explorent cette piste : [79] propose un apprentissage de dictionnaire non linØaire par
interpolation par dØplacement d’atomes pour reconstruire des histogrammes, [80] introduit la pro-
jection robuste Wasserstein pour rØgulariser cette distance dans des cadres d’optimisation et en�n,
[81] applique la transportation spectrale optimale à la transcription musicale avec un cadre parcimo-
nieux. Ces approches o�rent des perspectives prometteuses pour enrichir notre modŁle, notamment
en intØgrant la distance de Wasserstein pour estimer les coe�cients parcimonieux contenus dans A ,
et donc les ISRFs. Cependant, ces extensions dØpassent le cadre de cette thŁse et seront explorØes
ultØrieurement.

3.1.3 Autres approches non-paramØtriques pour le recalage spectral
D’autres mØthodes non paramØtriques sont envisagØes pour estimer les dØcalages spectraux.

Plutôt que de chercher les coe�cients d’une fonction paramØtrique, l’objectif est ici de recaler deux
spectres : le spectre mesurØ avec dØcalages spectraux y , et le spectre modØlisØ dØ�ni par � (�) =
diag(R (�)I ) oø R 2 RN � � (N +1) est la matrice du spectre de rØfØrence sur l’ensemble des N�

longueurs d’onde lorsque le dØcalage, et I = [ I 1; : : : ; I N � ] 2 R(N +1)� N � contient toutes les ISRFs.
L’opØrateur diag extrait la diagonale de la matrice R (�)I 2 RN � � N � . Le but est de construire un
modŁle de recalage spectral permettant d’aligner ces deux spectres. Ce recalage consiste à dØterminer
les valeurs de la fonction �(l), pour l = 1 ; : : : ; N� , qui minimisent l’Øcart entre y et � (�). Selon
l’approche adoptØe, cette minimisation peut Œtre e�ectuØe globalement sur l’ensemble des pixels ou
localement à l’aide d’une fenŒtre glissante Wl centrØe en �l , en supposant l’absence de dØcalage
spectral (i.e. �(l) = 0 ; l = 1 ; :::; N� ).
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MØthodes de recalage spectral

L’estimation des dØcalages spectraux dans les mesures satellitaires de dioxyde de carbone, comme
pour GOSAT, a pu Œtre rØalisØe par corrØlation croisØe entre spectres observØs et spectre de rØfØrence
[70]. En astronomie, cette mØthode est Øgalement utilisØe pour estimer les dØcalages Doppler, par
exemple dans [82], oø le maximum de la corrØlation croisØe indique le dØcalage. Le maximum de la
corrØlation croisØe normalisØe est dØ�ni dans notre contexte entre le spectre mesurØ y et le spectre
sans dØcalage � (i.e. � = 0 ) par :

arg max
k

RCC (k) = arg max
k

P N �
l=1 yl�l+kq P N �

l=1 yl
P N �

l=1 �l

: (3.12)

La corrØlation croisØe RCC (k) est calculØe e�cacement avec une transformØe de Fourier rapide
(FFT) permettant une estimation rapide d’un dØcalage global supposØ constant sur toute la bande
spectrale. Lorsque les dØcalages varient localement, cette approche globale devient insu�sante. Une
version locale, dite WCC (Windowed Cross-Correlation), applique la corrØlation dans des fenŒtres
glissantes de taille L centrØes sur les longueurs d’onde [83]. Le dØcalage optimal dans chaque fenŒtre
correspond à la valeur de k maximisant RCC (k). Pour une prØcision sub-pixellique, un rØØchantillon-
nage par interpolation (splines) est utilisØ. Notons que cette approche a ØtØ utilisØe avec succŁs en
Ølastographie spectrale [84].

D’autres mØthodes de recalage spectral ont ØtØ proposØes, notamment dans [85], qui prØsente
une revue des approches utilisØes en rØsonance magnØtique nuclØaire (RMN), telles que la corrØla-
tion croisØe via FFT, les modŁles basØs sur la distance entre pics successifs ou sur Dynamic Time
Warping (DTW). Ce dernier, couramment utilisØ en chromatographie [86], aligne des signaux prØ-
sentant des distorsions non linØaires en dØformant Ølastiquement deux sØries pour minimiser une
distance d’alignement globale. Une revue dØtaillØe des variantes de DTW est disponible dans [87].À
notre connaissance, le DTW n’a pas ØtØ appliquØ à l’estimation des dØcalages spectraux dans notre
contexte, malgrØ son e�cacitØ dØmontrØe dans de nombreux domaines (reconnaissance vocale, Øcri-
ture manuscrite, sØries temporelles, bioinformatique, audio). Ici, il permet d’aligner le spectre mesurØ
y avec le spectre modØlisØ sans dØfauts � à partir d’une matrice de coßt local C 2 RN � � N � , oø les
coe�cients ci;j mesurent une dissimilaritØ locale dØ�nie par ci;j = ( yi ��j )2. L’algorithme recherche
alors un chemin d’alignement optimal � respectant les contraintes de frontiŁre, de monotonie et de
pas contraint, et minimisant la fonction d’erreur correspondante :

arg min
� 2 �

RDT W (�) = arg min
�

X

(i;j )2 �

(yi � �j )2; (3.13)

oø � est l’ensemble de tous les chemins admissibles. Dans notre application, l’estimation de dØcalages
sous-pixels est amØliorØe en interpolant le spectre � � dont la grille spectrale �l est connue � a�n
de le sur-Øchantillonner sur la grille du spectre de rØfØrence. Cela permet une estimation plus prØcise
des dØcalages �, et donc des longueurs d’onde corrigØes �0

l = �l + �(l). Par ailleurs, des extensions
rØcentes comme le soft-DTW [88], version lissØe et di�Ørentiable du DTW, sont mieux adaptØes à
l’apprentissage automatique. Leur exploration est laissØe à de futurs travaux.

Les mØthodes de recalage spectral par interpolation prØsentent une limite majeure : elles modØ-
lisent les dØcalages uniquement comme des translations sur l’axe des longueurs d’onde, en alignant
directement le spectre mesurØ y et le spectre provenant du modŁle sans dØfauts � , sans considØrer
l’impact de ces dØcalages sur la forme du spectre. Or, dans la pratique, le spectre mesurØ rØsulte
d’une convolution entre le spectre de rØfØrence et une ISRF dØcalØe. Le dØcalage a�ecte donc le
processus de convolution lui-mŒme, modi�ant à la fois la position et la forme des raies spectrales �
des e�ets di�cilement capturables par un simple rØalignement. Une approche simple de type brute
force (BF) est prØsentØe dans la partie suivante pour rØpondre à ces limitations.
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ModØlisation par dØcalage sur une grille spectrale à rØsolution accrue

La modØlisation brute force (BF) vise à estimer localement les dØcalages spectraux en s’appuyant
sur la grille �ne du spectre de rØfØrence, notØe � R . Pour chaque fenŒtre glissante Wl , on dØ�nit une
fenŒtre haute rØsolution HW(�l ) = f�l � M

2 ; : : : ; �l+ M
2
g 2 RM +1, dont la taille est �xØe selon l’er-

reur maximale attendue (e.g. 3 pixels). On cherche alors, pour chaque pixel l, le dØcalage �l = m� R ,
m 2 HW(�l ), qui minimise l’erreur entre le spectre mesurØ et celui reconstruit par convolution :

arg min
m

RBF(m) = arg min
m

X

l 02W (� l )

0

@yl 0 �
N= 2X

n=� N= 2

r(�l 0 + m� R � n� I )Il (n� I )

1

A

2

; l = 1 ; :::; N� :

En pratique, l’erreur est calculØe pour tous les dØplacements m possibles, puis la valeur de m
minimisant l’erreur est retenue. Cette recherche exhaustive et non optimisØe sera appelØe "BF"
(Brute Force). Une alternative plus e�cace consiste à utiliser l’algorithme DTW pour estimer les
dØcalages entre le spectre mesurØ et une version à haute rØsolution du modŁle, notØe "DTW_R".

3.1.4 Comparaison des mØthodes d’estimation du dØcalage spectral
Les mØthodes prØsentØes di�Łrent par leur modØlisation des dØcalages spectraux et leur �dØlitØ

au modŁle physique. Les approches non paramØtriques, utilisant la corrØlation croisØe ou la trans-
formation DTW, estiment les dØcalages localement, sans modŁle a priori. En revanche, les mØthodes
prenant en compte la convolution � comme BF (Brute Force) ou DTW_R � o�rent une modØli-
sation plus �dŁle mais plus coßteuse en calcul. En comparaison, la premiŁre formulation repose sur
un modŁle paramØtrique des dØcalages, souvent polynomial dans la pratique, ce qui n’est pas le cas
des autres mØthodes. Pour garantir une comparaison Øquitable, il est possible d’ajuster a posteriori
un modŁle global sur les estimations ponctuelles obtenues avec les mØthodes non paramØtriques. Par
exemple, à partir des dØcalages estimØs par BF, on peut ajuster une fonction polynomiale, ce qui
donne la mØthode dite "BF_P", le su�xe "_P" indiquant ce post-traitement polynomial. D’autres
mØthodes peuvent Œtre utilisØes pour rØaliser cet ajustement, notamment :

� La rØgression par noyaux gaussiens, oø la fonction de dØcalage �(l) est estimØe dans un espace
de Hilbert à noyau reproduisant (RKHS) [89]. La fonction s’exprime comme une combinaison
pondØrØe de noyaux gaussiens � (li ; lj ) = exp

�
� (l i � l j )2

2


�
I , avec 
 un paramŁtre de bande

passante. L’estimation est rØalisØe par moindres carrØs. Cette mØthode sera dØsignØe par le
su�xe "_K".

� La rØgression par vecteurs supports (SVR) introduite dans [90] cherche une fonction prØdictive
encadrØe par une marge d’erreur �. En formulation duale avec noyau gaussien, la fonction
s’Øcrit :

�(l; e; e� ) =
N �X

i =1

(e�
i � ei )� (l ; li ) + b

oø e; e� sont des multiplicateurs de Lagrange et b un biais. Cette mØthode permet d’apprendre
des modŁles de dØcalage lisses tout en rØgularisant leur complexitØ. En pratique, elle peut
Œtre mise en ÷uvre via la fonction MATLAB �trsvm et sera dØsignØe par le su�xe "_SVR".

Ces approches permettent de combiner la prØcision locale des mØthodes non paramØtriques avec une
rØgularisation globale, favorisant ainsi des estimations plus robustes et physiquement cohØrentes des
dØcalages spectraux.

3.1.5 ExpØrimentations
Cette partie prØsente les rØsultats obtenus pour l’estimation conjointe des ISRFs et des dØcalages

spectraux. Les performances des di�Ørentes mØthodes sont ØvaluØes à la fois en termes de qualitØ de
l’estimation des ISRFs, d’erreur entre les spectres mesurØs et les spectres reconstruits et d’estimation
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des dØcalages spectraux. Nous rappelons que la qualitØ de l’estimation des ISRFs est quanti�Øe à
l’aide de l’erreur absolue entre l’ISRF rØelle et son estimation :

El =
N= 2X

n=� N= 2

�
�
�Il (n� I ) � Îl (n� I )

�
�
� :

L’erreur d’estimation des dØcalages spectraux est obtenue par :

1
N�

N �X

l=1

jj�(l) � �̂(l)jj22:

Nous rappelons que, pour la mission MicroCarb, les ISRFs sont considØrØes comme correctement
estimØes lorsque leur erreur normalisØe vØri�e El < 1% pour chaque longueur d’onde. Di�Ørentes
mØthodes de recalage, paramØtriques (basØes sur la norme ‘2 ou sur le transport optimal) ou non pa-
ramØtriques (CC, WCC, WCC_P , WCC_K , WCC_SVR , DTW , DTW_P , DTW_K , DTW_SVR ,
BF, BF_P , BF_K , BF_SVR , DTW R , DTW R P, DTW R K , DTW R SVR), sont ØtudiØes et compa-
rØes. Une premiŁre Øtude est menØe dans un cas idØalisØ oø les ISRFs sont connues, a�n d’Øvaluer
la capacitØ des mØthodes à recaler prØcisØment le spectre a�n d’assurer une bonne estimation par la
suite des ISRFs. Les meilleures mØthodes sont ensuite utilisØes dans le cas de l’estimation conjointe
des ISRFs et du recalage spectral. Pour la reprØsentation parcimonieuse des ISRFs dans l’algorithme
SPIRITUS, il a ØtØ dØcidØ de conserver uniquement l’algorithme OMP, en construisant le diction-
naire � à l’aide de la SVD appliquØe à un ensemble de rØponses spectrales reprØsentatives. Cette
mØthode avait permis d’obtenir les meilleurs rØsultats au chapitre 2.

Pour l’ensemble des expØriences, nous rappelons que le bruit � ajoutØ aux mesures est un bruit
gaussien additif, gØnØrØ pour respecter un rapport signal sur bruit (SNR) spØci�Ø, selon la relation
suivante :

� =

s

10� SNR=10 jjsl jj2
jjn 0jj2

n 0; (3.14)

oø n 0 � N (0;1L +1) est de mŒme dimension que sl . Comme au chapitre 2, le niveau de bruit est
�xØ à SNR=55 dB.

Estimation prØliminaire - sans prise en compte de dØcalages spectraux

Dans un premier temps, des erreurs spectrales sont introduites, puis les ISRFs sont estimØes à
l’aide de l’algorithme OMP, sans les prendre en compte. La �gure 3.3 prØsente les rØsultats obtenus
avec K = 4 atomes non nuls pour la bande B1 de MicroCarb, valeur identi�Øe comme optimale pour
l’estimation des ISRFs au chapitre 2. On constate que la mØthode Øchoue à reconstruire correctement
le spectre mesurØ et à estimer les ISRFs, avec des erreurs d’estimation trŁs importantes. Ce rØsultat
souligne la nØcessitØ de prendre en compte les dØcalages spectraux et d’estimer conjointement ces
erreurs et les ISRFs.
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Figure 3.3 � Illustration du spectre mesurØ avec dØcalage spectraux et du spectre reconstruit
utilisant l’algorithme OMP (haut), et erreur d’approximation de l’ISRF en fonction de la longueur
d’onde pour un nombre d’atomes sØlectionnØs à K = 4 (bas) pour la bande B1 de MicroCarb.

Estimation des dØcalages spectraux en supposant les ISRFs connues

Nous avons montrØ qu’une estimation prØcise des dØcalages spectraux est essentielle a�n d’es-
timer les ISRFs. Dans cette partie nous supposons que les ISRFs sont connues. Nous Øvaluons
di�Ørentes mØthodes d’estimation des dØcalages. Celles-ci incluent des approches paramØtriques
(SPIRITUS_‘2 et SPIRITUS_OT ) et non paramØtriques (CC, WCC, WCC_P , WCC_K ,
WCC_SVR , DTW , DTW_P , DTW_K , DTW_SVR , BF, BF_P , BF_K , BF_SVR , DTW_R ,
DTW_RP , DTW_RK , DTW_RSVR ). Les performances sont ØvaluØes selon trois critŁres : l’erreur
d’estimation du dØcalage spectral, le rØsidu en norme ‘2, et la qualitØ de l’estimation des ISRFs. En
e�et, lorsque le recalage est e�ectuØ, nous e�ectuons de nouveau l’estimation des ISRFs avec l’algo-
rithme OMP. L’objectif est de vØri�er qu’une estimation �able des dØcalages permet Øgalement une
reconstruction prØcise des ISRFs. Les mØthodes ne remplissant pas ce dernier critŁre ne seront pas
considØrØes dans la suite. Trois di�Ørents scØnarios de dØcalage maximal (notØ �max) sont considØrØs.
Ce dØcalage peut Œtre faible (�max < 3 pixels), modØrØ (environ 3 pixels), ou plus important dans un
cas extrŒme (�max = 38 pixels). Ce dernier cas, bien que peu probable en pratique, permet d’Øvaluer
la robustesse de la mØthode face à des erreurs spectrales importantes.

La �gure 3.4 prØsente les rØsultats obtenus pour un dØcalage spectral constant ou polynomial
d’ordre 3, en utilisant les deux mØthodes paramØtriques. On observe que lorsque �max � 3pixels, les
mØthodes basØes sur la norme ‘2 comme sur le transport optimal permettent toutes deux d’estimer
correctement les dØcalages spectraux ainsi que les ISRFs. En revanche, lorsque le dØcalage devient
plus important (38 pixels), seule la mØthode fondØe sur le transport optimal parvient à le retrouver
avec une prØcision su�sante pour permettre une estimation �able des ISRFs.
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a)

b)

Figure 3.4 � DØcalage spectral et reconstruction par mØthodes paramØtriques (haut), erreur d’es-
timation du dØcalage spectral (milieu) et des ISRFs (bas), pour un dØcalage de degrØ P = 0 (a) ou
P = 3 (b), simulØ selon trois niveaux (infØrieur à 3 pixels, Øgal à 3 pixels, Øgal à 38 pixels), pour la
bande B1 de MicroCarb.
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La �gure 3.5 prØsente les rØsultats obtenus dans le cas non paramØtrique. On observe que, lors-
qu’aucun ajustement n’est utilisØ � ni polynomial, ni par noyaux � le dØcalage estimØ n’est pas
lisse le long de la bande spectrale. L’application d’un ajustement agit alors comme un dØbruitage,
amØliorant la rØgularitØ du dØcalage estimØ. La mØthode de type Brute Force BF fournit les meilleurs
rØsultats dans plusieurs con�gurations (sans ajustement, avec ajustement polynomial, ou avec ajus-
tement utilisant les noyaux), avec des erreurs d’estimation des ISRFs infØrieures au critŁre imposØ
par la mission. Dans le cas d’un dØcalage constant, la mØthode utilisant les corrØlations croisØes CC
donne Øgalement de bons rØsultats, ce qui est attendu puisqu’elle repose sur l’estimation d’une seule
valeur globale. En�n, la mØthode DTW R , combinØe à un ajustement polynomial ou par noyaux,
permet Øgalement d’atteindre de bonnes performances. Les autres mØthodes ne semblent pas per-
mettre d’obtenir de rØsultats satisfaisants. Notons par ailleurs que l’ajout d’une fenŒtre glissante à
la mØthode de corrØlation croisØe amØliore les rØsultats dans le cas d’un dØcalage de degrØ P = 3 .
Toutefois, on reste loin des performances attendues, mŒme avec un ajustement polynomial ou à
noyaux. En dØ�nitive, il semble qu’un recalage simple entre deux spectres ne soit pas su�sant pour
garantir la prØcision requise. En revanche, les mØthodes exploitant explicitement la grille du spectre
de rØfØrence et les ISRFs (comme BF et DTW R ) donnent les meilleurs rØsultats.

Pour terminer, la �gure 3.6 prØsente les rØsultats obtenus avec les meilleures mØthodes paramØ-
triques et non paramØtriques. Dans le cas d’un dØcalage constant, toutes les mØthodes donnent des
erreurs similaires, sauf lorsque le dØcalage devient important (�max = 38 pixels), oø seule la mØthode
basØe sur la norme ‘2 Øchoue à atteindre une bonne prØcision. Dans le cas d’un dØcalage polynomial
de degrØ 3, les mØthodes paramØtriques ainsi que la mØthode BF (avec potentiel ajustement poly-
nomial ou avec des noyaux) permettent d’obtenir de bons rØsultats, à condition que le dØcalage reste
modØrØ (au plus 3 pixels). Il est important de noter que seule la mØthode paramØtrique utilisant le
transport optimal permet d’atteindre systØmatiquement une erreur infØrieure à 1 % mŒme avec 38
pixels de dØcalage maximal.

Le tableau 3.1 prØsente les rØsultats obtenus pour �max= 3 pixels, avec des polynômes de degrØs
P 2 f0; :::;5g alors que la table 3.2 prØsente les rØsultats pour toutes les bandes pour un degrØ P = 3 .
On observe, une fois de plus, que les mØthodes paramØtriques o�rent les meilleures performances
globales. Toutefois, la mØthode BF peut dans certains cas produire des rØsultats comparables. Les
meilleures performances de BF sont systØmatiquement obtenues avec un ajustement polynomial.
Ces observations soulignent l’importance cruciale de disposer d’un modŁle paramØtrique adaptØ
pour estimer les dØcalages spectraux, recaler prØcisØment les spectres, et, en consØquence, obtenir
des estimations �ables des ISRFs.

Au niveau du temps de calcul, le tableau 3.3 les mØthodes paramØtriques ainsi que la mØthode
BF sont plus gourmandes que les mØthodes de recalage classique mais permettent de trouver les
meilleures solutions, ce qui constitue un compromis. Il est cependant important de souligner qu’en
pratique, l’utilisation de la mØthode BF nØcessite la construction d’un tableau spØci�que pour cha-
cune des 1024 ISRFs, contenant les NR valeurs du spectre de rØfØrence. Cette Øtape peut s’avØrer
coßteuse en ressources mØmoire, en particulier lorsqu’on utilise plusieurs jeux de donnØes (spectres
mesurØs / spectres de rØfØrence). Dans la suite, nous appliquerons les mØthodes BF et celles para-
mØtriques pour e�ectuer l’estimation conjointe.
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a)

b)

Figure 3.5 � DØcalage spectral et reconstruction par mØthodes non-paramØtriques (haut), erreur
d’estimation du dØcalage spectral (milieu) et des ISRFs (bas), pour un dØcalage de degrØ P = 0 (a)
ou P = 3 (b), simulØ selon trois niveaux (infØrieur à 3 pixels, Øgal à 3 pixels, Øgal à 38 pixels), pour
la bande B1 de MicroCarb.
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a)

b)

Figure 3.6 � DØcalage spectral et reconstruction par mØthodes paramØtriques et non-paramØtriques
(haut), erreur d’estimation du dØcalage spectral (milieu) et des ISRFs (bas), pour un dØcalage de
degrØ P = 0 (a) ou P = 3 (b), simulØ selon trois niveaux (infØrieur à 3 pixels, Øgal à 3 pixels, Øgal à
38 pixels), pour la bande B1 de MicroCarb.
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Table 3.1 � Erreur d’estimation des dØcalages spectraux et moyenne des erreurs d’ap-
proximation des ISRFs en utilisant les mØthodes paramØtriques (SPIRITUS_‘2, notØ S_‘2,
SPIRITUS_OT notØ S_OT ) et non-paramØtriques (CC, WCC, WCC_P , WCC_K , WCC_SVR ,
DTW , DTW_P , DTW_K , DTW_SVR , BF, BF_P , BF_K , BF_SVR , DTW_R , DTW_RP ,
DTW_RK , DTW_RSVR ) pour des dØcalages de degrØ P = 0 ;1;2;3;4;5 et de 3 pixels pour la
bande B1 de MicroCarb - en bleu : mØthode permettant d’obtenir une erreur d’estimation des
ISRFs sous le critŁre de mission.

Erreur d'estimation des décalages spectraux (log10 erreur)
Méthode P = 0 P = 1 P = 2 P = 3 P = 4 P = 5

S_ `2 -9.66 -9.62 -9.63 -9.72 -9.67 -9.57
S_ OT -9.93 -9.06 -8.98 -9.22 -8.59 -8.49

CC -26.65 -4.09 -4.08 -4.11 -4.10 -4.13
WCC -6.13 -5.82 -5.22 -5.31 -5.65 -5.08

WCC_P -6.46 -6.40 -5.34 -5.41 -5.80 -5.13
WCC_K -2.94 -1.14 -2.02 -1.66 -1.67 -1.76

WCC_SVR -3.80 -4.51 -4.08 -4.93 -4.90 -4.83
DTW -5.91 -4.43 -4.51 -4.58 -4.45 -4.55

DTW_P -8.79 -5.48 -5.00 -5.54 -5.25 -4.92
DTW_K -8.48 -5.24 -4.85 -5.17 -5.18 -4.86

DTW_SVR -8.79 -4.39 -4.26 -4.06 -4.19 -4.11
BF -8.64 -8.11 -7.99 -7.94 -8.08 -7.85

BF_P -8.92 -9.81 -9.38 -9.87 -9.77 -9.77
BF_K -8.92 -7.23 -7.03 -6.70 -7.09 -7.24

BF_SVR -8.89 -4.10 -4.86 -6.02 -4.93 -5.43
DTW R -4.79 -4.74 -5.16 -4.71 -4.73 -5.11

DTW R _P -10.05 -7.29 -8.02 -6.20 -6.02 -7.42
DTW R _K -7.89 -6.32 -7.24 -5.81 -6.20 -6.77

DTW R _SVR -4.74 -4.10 -4.10 -4.30 -4.09 -5.07
Erreur moyenne d'estimation des ISRFs (%)

Méthode P = 0 P = 1 P = 2 P = 3 P = 4 P = 5
S_ `2 0.27 0.28 0.27 0.26 0.28 0.26

S_ OT 0.27 0.31 0.32 0.30 0.36 0.36
CC 0.30 57.95 59.24 56.99 57.29 53.98

WCC 4.67 6.17 13.09 11.60 8.08 16.82
WCC_P 4.28 3.86 11.01 10.17 6.71 15.72
WCC_K 185.76 280.79 135.28 257.22 276.88 187.93

WCC_SVR 81.53 36.86 59.40 20.02 21.69 23.27
DTW 0.30 22.60 20.49 19.86 23.41 25.26

DTW_P 0.33 11.10 18.73 7.42 8.48 17.30
DTW_K 0.41 9.99 16.58 7.39 9.50 16.14

DTW_SVR 0.33 28.67 45.79 53.80 42.43 57.54
BF 0.33 0.62 0.61 0.74 0.57 0.78

BF_P 0.31 0.29 0.28 0.28 0.30 0.29
BF_K 0.31 0.80 1.04 1.17 0.86 0.55

BF_SVR 0.28 57.32 24.32 6.54 23.23 12.97
DTW R 13.01 13.65 12.37 11.84 12.05 11.51

DTW R _P 0.28 1.63 0.69 4.23 4.23 1.01
DTW R _K 0.73 3.18 1.35 3.49 2.63 2.04

DTW R _SVR 20.75 54.30 58.70 42.10 55.64 14.21
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Table 3.2 � Erreur d’estimation des dØcalages spectraux et moyenne des erreurs d’ap-
proximation des ISRFs en utilisant les mØthodes paramØtriques (SPIRITUS_‘2, notØ S_‘2,
SPIRITUS_OT notØ S_OT ) et non-paramØtriques (CC, WCC, WCC_P , WCC_K , WCC_SVR ,
DTW , DTW_P , DTW_K , DTW_SVR , BF, BF_P , BF_K , BF_SVR , DTW_R , DTW_RP ,
DTW_RK , DTW_RSVR ) pour un dØcalage spectral de degrØ P = 3 et de 3 pixels pour les bandes
(B1, B2, B3 et B4) de MicroCarb - en bleu : mØthode permettant d’obtenir une erreur d’estimation
des ISRFs sous le critŁre de mission.

Erreur d'estimation des décalages spectraux (log10 erreur)
Méthode bande B1 bande B2 bande B3 bande B4

S_ `2 -9.72 -9.83 -9.62 -9.34
S_ OT -9.22 -7.23 -8.11 -8.04

CC -4.11 -3.42 -3.26 -3.56
WCC -5.31 -5.60 -5.04 -5.23

WCC_P -5.41 -6.54 -5.38 -5.38
WCC_K -1.66 -0.99 -0.53 -1.44

WCC_SVR -4.93 -4.84 -4.60 -5.04
DTW -4.58 -4.85 -4.46 -3.60

DTW_P -5.54 -5.52 -5.38 -4.69
DTW_K -5.17 -5.52 -5.37 -4.53

DTW_SVR -4.06 -3.94 -3.86 -3.50
BF -7.94 -7.18 -7.18 -6.84

BF_P -9.87 -9.16 -9.72 -8.92
BF_K -6.70 -6.07 -5.85 -6.39

BF_SVR -6.02 -5.39 -5.18 -5.68
DTW R -4.71 -3.87 -4.19 -1.58

DTW R _P -6.20 -5.42 -6.19 -1.71
DTW R _K -5.81 -5.38 -5.74 -1.62

DTW R _SVR -4.30 -3.54 -3.52 -1.57
Erreur moyenne d'estimation des ISRFs (%)

Méthode bande B1 bande B2 bande B3 bande B4
S_ `2 0.26 0.42 0.39 0.30

S_ OT 0.30 0.73 0.43 0.43
CC 56.99 48.27 56.01 47.40

WCC 11.60 3.36 4.39 5.86
WCC_P 10.17 1.52 3.88 5.10
WCC_K 257.22 161.47 212.30 157.08

WCC_SVR 20.02 12.13 10.13 8.52
DTW 19.86 12.02 10.82 33.47

DTW_P 7.42 5.03 3.83 13.93
DTW_K 7.39 4.82 3.99 15.76

DTW_SVR 53.80 28.74 19.76 45.59
BF 0.74 0.54 0.58 0.95

BF_P 0.28 0.36 0.40 0.31
BF_K 1.17 1.38 1.41 1.08

BF_SVR 6.54 6.24 6.36 5.96
DTW R 11.84 19.61 9.93 17.74

DTW R _P 4.23 3.67 1.80 95.77
DTW R _K 3.49 4.30 2.27 32.04

DTW R _SVR 42.10 42.31 44.45 87.87
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Table 3.3 � Temps de calcul moyenne pour un polynôme de degrØ P = 3 en utilisant les mØthodes
paramØtriques (SPIRITUS_‘2, notØ S_‘2, SPIRITUS_OT notØ S_OT ) et non-paramØtriques
(CC, WCC, WCC_P , WCC_K , WCC_SVR , DTW , DTW_P , DTW_K , DTW_SVR , BF, BF_P ,
BF_K , BF_SVR , DTW_R , DTW_RP , DTW_RK , DTW_RSVR )

Temps de simulation moyen (s)
S_ `2 102

S_ OT 312
CC 0.130

WCC 1.10
WCC_P 1.11
WCC_K 2.23

WCC_SVR 768
DTW 0.84

DTW_P 0.85
DTW_K 0.88

DTW_SVR 978
BF 195

BF_P 195
BF_K 195

BF_SVR 891
DTW R 50

DTW R _P 50
DTW R _K 50

DTW R _SVR 50

Estimation conjointe des ISRFs et erreurs spectrales

À prØsent, nous considØrons le cas oø les ISRFs et les dØcalages spectraux sont inconnus et estimØs
de maniŁre conjointe. Dans les cas considØrØs, les ISRFs sont initialisØes en utilisant le premier atome
du dictionnaire.
Estimation en fonction du pixel. Nous rØalisons ici l’estimation conjointe des ISRFs et des
dØcalages spectraux pour les quatre bandes spectrales. Les rØsultats sont prØsentØs en termes de :
reconstruction du spectre mesurØ, erreur d’estimation des dØcalages spectraux et erreur d’estimation
des ISRFs, pour un dØcalage polynomial de degrØ P = 3 , dans di�Ørents scØnarios : (i) dØcalage
faible (�max < 3 pixels), (ii) dØcalage modØrØ (�max = 3 pixels), (iii) dØcalage important (�max = 38
pixels). En complØment, la moyenne des erreurs d’approximation des ISRFs pour le scØnario mØdian
(�max = 3 pixels) est Øgalement analysØe. Les rØsultats sont prØsentØs dans les �gures 3.7 et 3.8 pour
les mØthodes paramØtriques, et dans la �gure 3.9 pour les mØthodes non paramØtriques de type BF
avec ajustement polynomial ou par noyaux.

On observe que, pour la bande B1, les rØsultats sont globalement similaires à ceux obtenus dans
le cas oø les ISRFs sont supposØes connues. Les mØthodes paramØtriques donnent de bonnes perfor-
mances, sauf lorsque le dØcalage devient important (�max = 38 pixels), oø la prØcision se dØgrade et
seule la mØthode basØe sur le transport optimal parvient à retrouver correctement les bons dØcalages.
Pour les bandes B2 et B4, les rØsultats sont plus nuancØs : dŁs �max = 3 pixels, la mØthode basØe
sur la norme ‘2 ne parvient plus à estimer correctement les dØcalages, contrairement à la mØthode
utilisant le transport optimal, qui reste e�cace. Cette di�Ørence s’explique par une variabilitØ plus
importante du spectre de rØfØrence dans ces bandes spectrales. En revanche, lorsque le dØcalage
maximal atteint �max = 38 pixels, aucune des mØthodes testØes ne parvient à estimer correctement
ni les spectres corrigØs ni les ISRFs. En e�et, un dØcalage trŁs important entraîne un dØplacement
de plusieurs raies spectrales, rendant le problŁme d’estimation nettement plus complexe. Il convient
toutefois de souligner qu’un tel niveau de dØcalage reste peu probable une fois le satellite en orbite.
Pour la bande B3, les deux mØthodes paramØtriques donnent des rØsultats comparables : elles res-
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tent e�caces jusqu’à �max = 3 pixels, mais Øchouent toutes deux à restituer des estimations �ables
lorsque le dØcalage atteint 38 pixels. En�n, concernant les mØthodes non paramØtriques de type
BF (avec ajustement polynomial ou par noyaux), les performances globales restent satisfaisantes.
Bien que les erreurs d’estimation des dØcalages spectraux soient gØnØralement plus ØlevØes, et que
les erreurs sur les ISRFs soient lØgŁrement supØrieures à celles obtenues avec les mØthodes paramØ-
triques, ces approches permettent tout de mŒme d’obtenir de bonnes estimations des ISRFs pour
les quatre bandes, tant que le dØcalage reste modØrØ (�max � 3 pixels). En revanche, elles Øchouent
systØmatiquement à fournir des rØsultats exploitables lorsque le dØcalage atteint �max = 38 pixels,
quel que soit le type d’ajustement utilisØ.

Robustesse au bruit. Nous analysons à prØsent la robustesse des mØthodes à la prØsence d’autres
niveaux de bruit que les 55 dB prØcØdemment �xØ. Comme dans le chapitre 2, un bruit gaussien
additif est appliquØ aux donnØes, avec des niveaux de rapport signal sur bruit (SNR) �xØs à 20dB,
40dB et 80dB. Les rØsultats sont prØsentØs dans la table 3.4. Les conclusions rejoignent celles du
cas sans dØfauts spectraux : à 20 dB, l’estimation des ISRFs n’est pas su�samment prØcise pour
rØpondre aux exigences de la mission ; toutefois à partir de 40 dB, les ISRFs sont correctement
estimØes, avec une trŁs bonne prØcision. Ces rØsultats con�rment que, mŒme en prØsence de bruit,
la mØthode d’estimation conjointe reste robuste et e�cace.

Table 3.4 � Erreur d’estimation des dØcalages spectraux et moyenne des erreurs d’approximation
des ISRFs pour di�Ørents niveaux de bruit (SNR) et di�Ørentes mØthodes (SPIRITUS_‘2 notØ
S_‘2 et SPIRITUS_OT notØ S_OT ) pour un dØcalage spectral de degrØ P = 3 et de 3 pixels
pour les quatre bandes de l’instrument MicroCarb - en bleu : mØthode permettant d’obtenir une
erreur d’estimation des ISRFs sous le critŁre de mission.

Décalages spectraux (log10) Erreur d'approximation des ISRFs (%)
Bande / SNR S_ `2 S_ OT S_ `2 S_ OT

20 dB -7.84 -6.76 5.65 6.49
bande B1 40 dB -9.28 -9.34 0.63 0.60

55 dB -9.75 -9.66 0.30 0.30
80 dB -9.89 -10.05 0.30 0.30
20 dB -0.77 -5.60 75.33 14.09

bande B2 40 dB -0.77 -7.11 78.14 2.04
55 dB -0.77 -8.06 77.08 0.65
80 dB -0.77 -8.02 77.38 0.60
20 dB -6.29 -4.82 8.37 10.69

bande B3 40 dB -8.35 -6.52 0.84 1.63
55 dB -9.66 -7.27 0.31 0.73
80 dB -10.12 -7.41 0.25 0.65
20 dB -1.01 -6.77 25.57 8.48

bande B4 40 dB -0.93 -8.94 13.89 0.76
55 dB -1.01 -9.00 13.19 0.36
80 dB -1.02 -9.00 17.73 0.27
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Figure 3.7 � Illustration du spectre mesurØ (1), de la di�Ørence entre le spectre mesurØ et les
spectres reconstruits (2), de l’erreur d’estimation des dØcalages spectraux (3), de l’erreur d’approxi-
mation de l’ISRF en fonction de la longueur d’onde (4) et de l’erreur moyenne d’approximation de
l’ISRF en fonction du nombre d’atomes sØlectionnØs (5), pour di�Ørentes mØthodes (norme ‘2 et
OT) et di�Ørents scØnarios (<3 pixels, =3 pixels, = 38 pixels) pour les bandes B1 (a) et B2 (b) de
MicroCarb.
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Figure 3.8 � Illustration du spectre mesurØ (1), de la di�Ørence entre le spectre mesurØ et les
spectres reconstruits (2), de l’erreur d’estimation des dØcalages spectraux (3), de l’erreur d’approxi-
mation de l’ISRF en fonction de la longueur d’onde (4) et de l’erreur moyenne d’approximation de
l’ISRF en fonction du nombre d’atomes sØlectionnØs (5), pour di�Ørentes mØthodes (norme ‘2 et
OT) et di�Ørents scØnarios (<3 pixels, =3 pixels, = 38 pixels) pour les bandes B3 (a) et B4 (b) de
MicroCarb.
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Figure 3.9 � Erreur d’estimation des dØcalages spectraux (1) et erreur d’approximation de l’ISRF
en fonction de la longueur d’onde (2) pour di�Ørentes mØthodes paramØtriques (norme ‘2 et OT) et
non-paramØtrique (BF , BF_P et BF_K) et dans di�Ørents scØnarios (<3 pixels, =3 pixels, = 38
pixels) pour les bandes B1 (a), B2 (b), B3 (c) et B4 (d) de MicroCarb.
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Robustesse à une mØconnaissance a priori du degrØ du polynôme modØlisant le dØ-
calage spectral. En pratique, le degrØ du polynôme dØcrivant les dØcalages spectraux n’est pas
nØcessairement connu à l’avance et plusieurs tests sont e�ectuØs. Nous proposons donc ici de simuler
un dØcalage polynomial de degrØ P = 3 et d’Øvaluer les performances des deux mØthodes paramØ-
triques pour di�Ørents degrØs utilisØs pour l’estimation Pe 2 f0; :::;5g, avec un dØcalage maximal
�xØ à 3 pixels. Les rØsultats sont prØsentØs dans la �gure 3.10. Comme attendu, les meilleures per-
formances sont obtenues lorsque le degrØ estimØ correspond au degrØ simulØ (Pe = 3 ). Toutefois,
on remarque qu’à partir d’un degrØ estimØ Pe = 2 , les ISRFs sont dØjà estimØes avec une prØcision
assez satisfaisante. Par ailleurs, lorsque le degrØ estimØ augmente au-delà du degrØ rØel, l’erreur
d’estimation n’augmente que trŁs lØgŁrement : un sur-ajustement reste donc peu pØnalisant dans
ce cas. Les performances restent globalement stables, et les rØsultats sont similaires pour les deux
mØthodes paramØtriques considØrØes.

Figure 3.10 � Erreurs d’estimation des dØcalages spectraux et des ISRFs pour di�Ørents degrØs
estimØs Pe, avec des dØcalages spectraux simulØs selon un polynôme de degrØ P = 3 et un dØcalage
maximal de 3 pixels, pour la bande B1 de MicroCarb.

Estimation pour des dØcalages polynomiaux de degrØs di�Ørents. À prØsent, nous sup-
posons que le degrØ du polynôme modØlisant les dØcalages spectraux est connu, c’est-à-dire qu’il a
ØtØ estimØ au prØalable, par exemple via une procØdure de sØlection itØrative comme dØcrite prØcØ-
demment. Nous analysons les performances des mØthodes paramØtriques dans le cas oø le degrØ du
polynôme utilisØ pour simuler les dØcalages varie, avec P 2 f0; : : : ;5g, et un dØcalage maximal �xØ à
3 pixels. On observe que, pour des degrØs P � 4, les deux mØthodes paramØtriques permettent d’es-
timer les ISRFs avec une trŁs bonne prØcision. Toutefois, lorsque le degrØ atteint P = 5 , la mØthode
basØe sur le transport optimal montre une lØgŁre dØgradation des performances et l’estimation des
ISRFs devient moins prØcise. À l’inverse, la mØthode fondØe sur la norme ‘2 se rØvŁle plus stable dans
ce cas, avec des erreurs d’estimation des ISRFs quasi identiques pour l’ensemble des degrØs testØs, y
compris pour P = 5 , ce qui constitue un rØsultat particuliŁrement intØressant. Une autre explication
pourrait Œtre liØe aux coe�cients des polynômes qui pourraient aussi impacter la solution.
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Figure 3.11 � Erreurs d’estimation des dØcalages spectraux et des ISRFs pour des dØcalages spec-
traux simulØs à l’aide de polynômes de degrØs P = 0 ; : : : ;5, avec un dØcalage maximal de 3 pixels,
pour la bande B1 de MicroCarb.

Impact de l’initialisation. Il est important de souligner le rôle crucial de l’initialisation des ISRFs
dans le cadre de l’estimation conjointe. En e�et, de trŁs faibles variations des dØcalages spectraux
peuvent induire des erreurs signi�catives sur l’estimation des ISRFs, et la procØdure d’optimisation
utilisØe peut facilement converger vers des minima locaux. Dans les algorithmes prØcØdemment
utilisØs, les ISRFs sont initialisØes à l’aide du premier atome du dictionnaire, correspondant à une
ISRF moyenne sur la bande considØrØe. L’estimation conjointe s’e�ectue alors de maniŁre alternØe,
en commençant par l’estimation des dØcalages spectraux. Dans cette section, nous testons une autre
stratØgie : les ISRFs ne sont pas initialisØes explicitement, mais estimØes à partir de l’hypothŁse qu’il
n’y a pas de dØfauts spectraux, en utilisant un dictionnaire de taille K = 4 . Les rØsultats obtenus
avec ces deux approches d’initialisation sont prØsentØs dans la table 3.5. On observe que le choix de
l’initialisation a un impact majeur sur les performances : avec la seconde approche, les ISRFs ne sont
pas correctement estimØes. Ces rØsultats montrent qu’une initialisation adØquate des ISRFs ou des
dØcalages spectraux est essentielle pour garantir la convergence de l’estimation conjointe. Dans le
cas ØtudiØ, une simple initialisation avec un seul atome (correspondant à une ISRF moyenne) su�t
à obtenir de bonnes performances.

Table 3.5 � Erreur d’estimation des dØcalages spectraux et erreur moyenne d’approximation des
ISRFs pour deux stratØgies d’initialisation di�Ørentes : (i) en utilisant le premier atome du dic-
tionnaire (ISRF moyenne), (ii) en supposant l’absence de dØfauts spectraux, pour la bande B1 de
l’instrument MicroCarb - en bleu : mØthode permettant d’obtenir une erreur d’estimation des ISRFs
sous le critŁre de mission.

Décalages spectraux (log10) Erreur d'approximation des ISRFs (%)
initialisation S_ `2 S_ OT S_ `2 S_ OT

1 atome -7.48 0.29 -9.29 0.31
sans défauts -4.44 53.98 -4.00 79.22
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3.1.6 Conclusion sur l’estimation des ISRFs et dØcalages spectraux
Dans cette partie, nous avons analysØ l’impact des erreurs liØes aux dØcalages spectraux sur

l’estimation des ISRFs, ainsi que la performance des mØthodes d’estimation conjointe des ISRFs
et des dØcalages spectraux. Les dØcalages spectraux ont ØtØ modØlisØs à l’aide de polynômes, et
di�Ørentes approches ont ØtØ ØtudiØes : des mØthodes paramØtriques, reposant soit sur la norme ‘2,
soit sur le transport optimal (OT) pour dØ�nir une distance entre spectres ; et di�Ørentes mØthodes
non-paramØtriques dont la plus performante est celle de type brute force (BF ), qui toutefois prØsente
un coßt mØmoire signi�catif.

En conclusion, l’estimation des dØcalages spectraux, mŒme dans le cas oø les ISRFs sont supposØes
connues, est bien plus complexe qu’un simple recalage entre deux spectres (spectre mesurØ et spectre
issu d’un modŁle). Le spectre mesurØ rØsulte en rØalitØ de la convolution des ISRFs avec le spectre
de rØfØrence, mais dØcalØ spectralement, souvent à des positions di�Ørentes de celles du spectre de
rØfØrence. Il est donc essentiel de tenir compte de ce mØcanisme dans les mØthodes d’estimation.
Il est Øgalement important de souligner qu’un dØcalage spectral, mŒme extrŒmement faible, peut
avoir un impact signi�catif sur la forme estimØe des ISRFs. Cela justi�e pleinement l’emploi de
mØthodes spØci�ques d’estimation et de modØlisation �ne des dØcalages spectraux. Dans le cas de
l’estimation conjointe, les mØthodes paramØtriques proposØes, utilisant la norme ‘2 ou la distance
issue du transport optimal, ont dØmontrØ leur e�cacitØ sur une gamme de degrØs polynomiaux et
leur robustesse au bruit, sous rØserve d’une initialisation adØquate. À ce titre, une initialisation
simple à partir du premier atome du dictionnaire (correspondant à une ISRF moyenne) s’est rØvØlØe
su�sante dans les cas testØs.

En�n, il convient de noter que d’autres types d’erreurs spectrales peuvent Øgalement a�ecter la
forme des ISRFs, notamment les e�ets de smile. Ceux-ci se traduisent par une variation de la forme
de l’ISRF au sein d’un mŒme canal spectral, ce qui modi�e son barycentre et, par consØquent, la
longueur d’onde associØe. Ces erreurs peuvent ainsi induire non seulement des dØcalages spectraux,
mais Øgalement des distorsions dans l’axe spatial, en particulier lors de l’Øtape de binning (moyennage
spatial) qui combine les rØponses de plusieurs champs de vue pour amØliorer le rapport signal sur
bruit (SNR). Ce phØnomŁne peut alors altØrer la forme moyenne des ISRFs obtenues aprŁs binning.
Les mØthodes de recalage spectral ØtudiØes ici pourraient Œtre adaptØes à ce nouveau contexte, mais
cela est laissØ à de futurs travaux.

3.2 Calibration radiomØtrique
À prØsent, nous nous intØressons à la calibration radiomØtrique des instruments. Dans cette

seconde partie, nous supposons que les erreurs de dØcalage spectral ont ØtØ corrigØes en amont.
Autrement dit, le dØcalage modØlisØ par la fonction g dans l’Øquation (3.1) est supposØ Œtre l’identitØ.
L’objectif devient alors de rØaliser une calibration radiomØtrique prØcise, tout en continuant à estimer
conjointement les ISRFs. Le modŁle d’observation prØsentØ en (3.1) se simpli�e donc, et s’Øcrit
dØsormais sous la forme :

y(�l ) = fl ( r � Il )(�l ) ) = fl

� Z

R
r(�l � u) Il (u);du

�
; l = 1 ; : : : ; N� : (3.15)

Ce modŁle rØduit permet de se concentrer exclusivement sur les dØfauts radiomØtriques induits
par le dØtecteur de l’instrument, que nous chercherons à modØliser et à estimer. Contrairement aux
dØcalages spectraux, ces dØfauts Øtant propres à l’instrument et donc invariants d’un spectre à l’autre,
une estimation individuelle par spectre n’est pas requise. En revanche, une fonction non linØaire fl

par pixel doit Œtre estimØe, soit un total de N� fonctions. Les erreurs radiomØtriques liØes à l’optique
de l’instrument sont gØnØralement estimØes à partir de mesures de lampes à di�Ørents niveaux
de luminance, rØalisØes lors de campagnes de calibration en chambre à vide thermique, simulant
les conditions en orbite [91]. Une fois en vol, ces erreurs doivent Œtre surveillØes rØguliŁrement, à
l’aide de mesures en obscuritØ, d’observations solaires ou encore de lampes embarquØes. Dans l’Øtat
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de l’art, l’estimation des ISRFs et des erreurs radiomØtriques sont menØes sØparØment avant le
lancement, via des sØquences de mesures dØdiØes [92]. Nous proposons dans cette partie d’e�ectuer
l’estimation conjointe des ISRFs et des erreurs radiomØtriques non-linØaires. Dans un premier temps,
nous prØsenterons les dØfauts radiomØtriques ainsi que la formulation du problŁme d’estimation
conjointe des ISRFs et des erreurs radiomØtriques. Nous dØcrirons ensuite la mØthode de rØsolution
proposØe, avant de discuter les rØsultats obtenus et les performances de la mØthode d’estimation que
nous proposons.

3.2.1 Estimation des ISRFs et des dØfauts radiomØtriques

DØfauts radiomØtriques

Les erreurs radiomØtriques considØrØes dans ce travail sont modØlisØes de la maniŁre suivante :
Gains linØaires. Un modŁle de gain linØaire peut comprendre deux composantes : un gain absolu
et un gain relatif interpixel. Le gain absolu, notØGabs;l , permet la conversion des nombres numØriques
(en LSB) mesurØs au niveau du pixel l en unitØs physiques de radiance (W=m2=sr=�m). Ce gain
prend en compte la transmission de l’instrument et dØpend de la longueur d’onde. Le gain relatif
interpixel, notØ Glin;l , est indØpendant de la luminance et s’applique uniquement au signal utile, à
l’exclusion du courant d’obscuritØ (Ndark). Contrairement au gain absolu, il n’est pas fonction de la
longueur d’onde, mais on dispose d’une valeur distincte pour chaque pixel.
Courant d’obscuritØ. Le courant d’obscuritØ correspond au signal mesurØ par le spectromŁtre
en l’absence de lumiŁre à l’entrØe de l’instrument. Il s’agit d’une erreur additive, qui vient s’ajouter
au spectre aprŁs l’application des deux gains linØaires (absolu et relatif). Ce signal parasite est
spØci�que à chaque pixel, et dØpend du temps d’intØgration ti . Il est par exemple modØlisØ avec une
relation a�ne : Ndark;l = DS0l + DS1l ti oø DS0l est l’o�set du courant d’obscuritØ au pixel l, et
DS1l est le coe�cient de dØrive avec le temps d’intØgration.
O�set. Biais du dØtecteur (identique sur tous les pixels).
Gain non-linØaire. Le gain non linØaire modØlise les non-linØaritØs de rØponse du dØtecteur.
Il est dØ�ni, pour chaque pixel, comme une fonction de la luminance incidente, et s’applique dans
notre cas sur l’ensemble du signal dØtectØ, aprŁs l’ajout du courant d’obscuritØ et l’application des
gains linØaires. On note cette fonction de rØponse Gnlin;l (�) qui doit Œtre estimØe pour chaque pixel.
Dans cette thŁse, nous faisons l’hypothŁse que cette non-linØaritØ peut Œtre modØlisØe avec prØcision
de maniŁre paramØtrique. L’utilisation d’un polynôme peut Œtre justi�Øe à la fois thØoriquement,
grâce au thØorŁme de Stone-Weierstrass [72], et pratiquement, car des polynômes de faible degrØ
permettent une approximation e�cace de la rØponse rØelle. La �gure 3.12 illustre plusieurs exemples
typiques de courbes de rØponse non-linØaires observØes pour trois pixels distincts au sein d’une mŒme
fenŒtre glissante, ainsi que leurs approximations par des polynômes de degrØ 2. Ces approximations
restituent correctement la forme des non-linØaritØs prØsentes. On observe Øgalement que le modŁle de
gains considØrØ comporte des variations rapides d’un pixel à l’autre, ce qui montre qu’une estimation
commune pour l’ensemble des pixels d’une fenŒtre glissante n’est pas su�sante. Il est donc nØcessaire
d’estimer les non-linØaritØs pixel par pixel a�n de capturer prØcisØment ces variations. Dans certains
cas, la courbe du gain non-linØaire peut prØsenter des points d’in�exion liØ à la coexistence de
plusieurs rØgimes. Deux rØgimes sont souvent pris en compte : un bas �ux et un haut �ux. La non-
linØaritØ impacte souvent plus fortement les bas �ux et les hauts �ux, les dØtecteurs ayant un rØgime
plus linØaire dans la zone intermØdiaire. Cette transition dØpend de la technologie du dØtecteur,
et varie d’un instrument à l’autre. Un modŁle polynomial par morceaux peut alors Œtre envisagØ
pour capturer ces changements de comportement. En�n, le rØgime de bas �ux pose des di�cultØs
particuliŁres de modØlisation : le rapport signal sur bruit y est faible, ce qui accroît l’incertitude sur
la non-linØaritØ. Or, cette zone est critique dans le cas oø les raies d’absorption atmosphØriques sont
trŁs creuses, voire saturØe. Une modØlisation rigoureuse des erreurs radiomØtriques dans ce rØgime
est donc essentielle.
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Figure 3.12 � Exemple de gains non-linØaires et estimation polynomiale.

On dØ�nit la rØponse radiomØtrique d’un pixel comme la fonction dØcrivant l’ensemble des erreurs
radiomØtriques a�ectant ce pixel ainsi que la transmission du signal. En l’absence de gains non
linØaires, cette rØponse est simplement a�ne. En revanche, lorsque des gains non linØaires sont
prØsents, elle devient non linØaire. L’objectif ici est d’estimer la rØponse radiomØtrique pour chaque
pixel, a�n de pouvoir ensuite estimer les ISRFs avec prØcision.

Formulation du problŁme

Dans cette partie, on cherche à estimer de maniŁre conjointe les ISRFs ainsi que les rØponses
radiomØtriques à partir des mesures, en supposant qu’il n’y a pas de dØcalages spectraux, c’est-à-dire
que le pixel l est directement associØ à la longueur d’onde �l . Toutefois, contrairement à l’estimation
des ISRFs, il n’est pas possible d’estimer les erreurs radiomØtriques en utilisant la fenŒtre glissante
Wl , car celles-ci varient trop fortement d’un pixel à l’autre. Nous enlevons donc pour l’instant
l’hypothŁse sur les fenŒtres glissantes et introduisons une nouvelle hypothŁse : nous disposons d’un
ensemble su�samment grand de Q spectres de rØfØrence et mesurØs associØs, tous a�ectØs par les
mŒmes erreurs radiomØtriques et la mŒme ISRF. Ces spectres mesurØs peuvent notamment Œtre
obtenus lors de phases de calibration au sol et en vol, à partir de scŁnes spØci�ques (comme le Soleil,
la Lune, etc.) pour lesquelles le spectre thØorique est bien connu ou de scŁnes plates en utilisant des
lampes de radiances di�Ørentes ou encore des scŁnes d’obscuritØ.

Comme prØcØdemment, on reprØsente l’ISRF du pixel l sous forme vectorielle : I l 2 RN +1. On
dØ�nit la matrice associØe au q-iŁme spectre de rØfØrence R (q) 2 RN � � (N +1) oø chaque ligne l corres-
pond au spectre interpolØ aux longueurs d’onde �l . Puis, en supposant un modŁle polynomial pour
les gains non-linØaires, on en dØduit que les rØponses radiomØtriques sont Øgalement polynomiales,
mais d’un degrØ supØrieur prenant en compte les gains linØaires et le courant d’obscuritØ. Le modŁle
d’observation est le suivant :

yl;q = fl
�
sl;q ; dl

p

�
=

PX

p=0

dl
p (sl;q )p =

PX

p=0

dl
p

�
R (q)(l; :)I l

� p
; q = 1 ; :::; Q; l = 1 ; ::; N� ; (3.16)

oø yl;q et sl;q dØsignent respectivement la l-iŁme mesure du q-iŁme spectre mesurØ respectivement
avec ou en l’absence d’erreurs radiomØtriques, fl est un polynôme de degrØ P reprØsentant la rØponse
radiomØtrique du pixel l, et R (q)(l; :) reprØsente la l-iŁme ligne de la matrice R (q).

En utilisant la notation suivante :

M l (I l ) ,

2

6
6
6
6
4

�
R (1)(l; :)I l

� 0
� � �

�
R (1)(l; :)I l

� P

...
. . .

...
�

R (Q)(l; :)I l

� 0
� � �

�
R (Q)(l; :)I l

� P

3

7
7
7
7
5
2 R(Q)� (P +1);
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il est possible d’Øcrire le problŁme d’optimisation associØ à 3.16 sous forme vectorielle de la façon
suivante :

arg min
I ;d

N �X

l=1

jjy l �M l (I l )d l jj22; (3.17)

oø y l = [ yl; 1; :::; yl;Q ]T 2 RQ est le vecteur associØ à la l-iŁme mesure pour tous les spectres thØoriques
, d l = [ dl

0:::dl
P ]T 2 RP +1 sont les coe�cients de la rØponse radiomØtrique associØe au pixel l,

I = [ I 1; :::; I N � ] 2 R(N +1)� N � la matrice contenant toutes les ISRFs et d = [ d1; :::;dN � 2 R(P +1)� N �

la matrice les coe�cients polynomiaux d l . Remarquons que si d l = [0 ;1;0; :::;0]T , nous retrouvons
le modŁle inverse linØaire traitØ au chapitre 2, ce qui peut Œtre acceptable pour certaines longueurs
d’onde.

Si nous disposions d’un nombre su�sant de spectres de rØfØrence, prØsentant une variabilitØ
su�sante, il serait envisageable d’estimer conjointement les coe�cients d l ainsi que les ISRFs I l

à partir des mesures associØes aux Q spectres de rØfØrence. En remarquant que le problŁme est
quadratique par rapport au vecteur d l , mais non linØaire par rapport aux ISRFs I l , il devient
possible d’exprimer d l comme une fonction de I l , de la maniŁre suivante :

d l (I l ) = ( M l (I l ) � M l (I l ))
� 1 M l (I l ) � y l : (3.18)

En�n, en remplaçant cette expression dans l’Øquation 3.17, et en considØrant la reprØsentation
parcimonieuse des ISRFs dans le dictionnaire � , le problŁme �nal s’Øcrit :

arg min
I ;d

N �X

l=1

jjy l �M l (� � l ) (M l (� � l ) � M l (� � l ))
� 1 M l (� � l ) � y l jj

2
2 + �jj� l jj0: (3.19)

Il serait alors possible de rØsoudre (3.19) en utilisant, par exemple, des mØthodes de type descente de
gradient proximal. NØanmoins, une des limites dans notre contexte d’estimation conjointe des ISRFs
et des rØponses radiomØtriques rØside dans le fait que nous ne disposons pas d’un nombre su�sant
de spectres de rØfØrence prØsentant une variabilitØ su�sante pour permettre une telle inversion en
pratique, en particulier pour l’estimation des ISRFs. Nous proposons donc d’utiliser les Q spectres
de rØfØrence pour estimer les coe�cients d l pour chaque pixel l, ce qui revient à rØsoudre (3.17) uni-
quement selon d l . Les ISRFs, quant à elles, seront estimØes à l’aide des Q spectres de rØfØrence ainsi
que des fenŒtres glissantes Wl . A�n de formaliser cette dØmarche, nous introduisons les notations
suivantes pour chaque fenŒtre glissante Wl

1 :
� S l , [sl 0;q ]l � L

2 � l 0� l+ L
2 ;q=1;:::;Q 2 R(L +1)� Q la matrice des mesures en absence d’erreurs

radiomØtriques,
� Y l , [yl 0;q ]l � L

2 � l 0� l+ L
2 ;q=1;:::;Q 2 R(L +1)� Q la matrice des mesures en prØsence d’erreurs

radiomØtriques,
� R (q)

l ,
h
R (q)(l � L

2 ; :):::R
(q)(l + L

2 ; :)
i
2 R(L +1)� (N +1); q = 1 ; :::; Q la matrice des spectres

de rØfØrence.
La convolution entre le q-iŁme spectre thØorique et l’ISRF I l peut alors s’exprimer pour tout spectre
de rØfØrence q à l’aide de la dØcomposition parcimonieuse des ISRFs dans un dictionnaire introduit
dans le chapitre 2, ce qui conduit à :

S l (:; q) � R (q)
l I K

l = 	 (q)
l � l ; (3.20)

oø S l (:; q) est la q-iŁme colonne de la matrice S l . On remarquera que de nouveaux dictionnaires
sont obtenus pour les spectres de rØfØrence, soit 	 (q)

l , R (q)
l � 2 R(L +1)� N D . Notons à prØsent

1. Notons par ailleurs que cette approche peut s’avØrer pertinente dans le cadre de certaines missions oø les
erreurs radiomØtriques varient peu à l’intØrieur d’une fenŒtre glissante. Ce principe sera d’ailleurs approfondi dans le
chapitre 4.
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	 l 2 RQ(L +1)� N D la matrice contenant l’ensemble des dictionnaires 	 (q)
l . L’estimation des ISRFs à

partir des spectres sans erreurs radiomØtriques, concatØnØs dans S l , peut s’e�ectuer par rØsolution
du problŁme d’optimisation suivant :

arg min
� l

L(� l ; �) = arg min
� l
jjvec(S l ) � 	 l � l jj22 + �jj� l jj0: (3.21)

oø l’opØrateur vec(�) est introduit pour vectoriser les matrices, c’est-à-dire transformer une matrice
en un vecteur colonne en empilant ses colonnes les unes à la suite des autres et oø jj� l jj0 assure que
la solution est parcomonieuse. Les mesures corrigØes des erreurs radiomØtriques sl;q permettant de
construire vec(S l ) est obtenu à partir des mesures yl;q en minimisant les problŁmes suivant :

arg min
sl;q

 

yl;q �
PX

p=0

dl
p (sl;q )p

! 2

: (3.22)

3.2.2 Estimation alternØe des ISRFs et des erreurs radiomØtriques

Le problŁme d’estimation considØrØ est non convexe et NP-di�cile, notamment en raison de
la norme ‘0 appliquØe aux coe�cients de parcimonie � l , comme cela a ØtØ dØtaillØ dans le cha-
pitre 2. L’introduction des erreurs radiomØtriques dans le modŁle complexi�e encore davantage le
problŁme. Dans ce contexte, à l’instar de l’approche adoptØe pour l’estimation conjointe des ISRFs et
des erreurs spectrales, nous proposons une mØthode alternØe, qui procŁde par itØrations successives
entre trois Øtapes principales : l’estimation des erreurs radiomØtriques, la correction des observa-
tions bruitØes, et la rØ-estimation des vecteurs parcimonieux reprØsentant les ISRFs. Deux stratØgies
d’initialisation peuvent Œtre envisagØes : (i) supposer l’absence d’erreurs radiomØtriques : on initia-
lise alors les spectres corrigØs comme Øgaux aux observations mesurØes, puis on estime directement
les ISRFs ou (ii) utiliser une initialisation simple des ISRFs à l’aide d’un seul atome (typiquement
le premier atome du dictionnaire � , reprØsentant une ISRF moyenne), et commencer par estimer
les rØponses radiomØtriques. Une fois cette initialisation e�ectuØe, l’algorithme procŁde de maniŁre
itØrative jusqu’à convergence. Plus prØcisØment, chaque itØration comprend les Øtapes suivantes :

1. Estimation des erreurs radiomØtriques à partir des ISRFs estimØes en rØsolvant un problŁme
des moindres carrØs pour chacune des longueurs d’onde appartenant à la fenŒtre d’analyse
Wl . En pratique, dans le cas des erreurs polynomiales, le vecteur d l est estimØ à l’aide de la
fonction poly�t de MATLAB.

2. Correction des erreurs radiomØtriques en dØterminant les racines des Øquations Y l (l0; :) �
fl 0 [S l (l0; :)]. Cette opØration a pour objectif de corriger les erreurs radiomØtriques prØsentes
dans les observations Y l , en estimant les valeurs corrigØes des spectres sans dØfauts. En
pratique, cette recherche de racines est e�ectuØe pour un modŁle polynomial à l’aide de la
fonction roots de MATLAB.

3. RØ-estimation du vecteur parcimonieux � l à partir des mesures corrigØes des erreurs radio-
mØtriques. Cette estimation est e�ectuØe à l’aide de l’algorithme OMP qui a montrØ de bons
rØsultats dans le chapitre 2.

L’arrŒt de l’algorithme peut Œtre dØclenchØ selon deux critŁres : soit lorsqu’un nombre maximal
d’itØrations est atteint, soit lorsque le rØsidu devient infØrieur à un seuil prØdØ�ni. Cette mØthode
est dØcrite dans l’algorithme 8, prØsentØ dans l’annexe A.

Cette mØthode constitue une nouvelle extension du cadre SPIRIT, dØveloppØ au chapitre 2, en
intØgrant cette fois explicitement des non-linØaritØs dans les mesures. Elle repose sur une reprØsenta-
tion parcimonieuse des rØponses spectrales dans un dictionnaire �xe, tout en permettant de corriger
les erreurs radiomØtriques. La mØthode complŁte est ainsi baptisØe SPIRITUAL, pour �SParse repre-
sentation of Instrument spectral Responses usIng a dicTionary assUming polynomiAL radiometric
errors�. Cette approche sera ØtudiØe plus en dØtail d’un point de vue thØorique au chapitre 4, oø elle
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sera Øtendue à d’autres formes de non-linØaritØs paramØtriques, dans le cadre plus gØnØral de la rØ-
solution de problŁmes inverses non linØaires sous contrainte de parcimonie. Dans ce chapitre 4, il n’y
a pas de notion de pixel. On suppose, comme ici, plusieurs observations pour chaque non-linØaritØ
(ici, pour Q spectres).

3.2.3 ExpØrimentations

Cette section prØsente les rØsultats obtenus pour l’estimation des ISRFs en prØsence d’erreurs
radiomØtriques. Les performances sont de nouveau ØvaluØes à la fois en termes de qualitØ de l’es-
timation des ISRFs, d’erreur entre les spectres mesurØs et les spectres reconstruits et d’estimation
des rØponses radiomØtriques. L’erreur d’estimation des rØponses radiomØtriques est dØ�nie par :

1
N� Q

N �X

l=1

QX

q=1

jjY l (:; q) � f (S l (:; q); d̂ l )jj22:

De mŒme que dans le cas des erreurs spectrales, une premiŁre Øtude est menØe dans un cas idØalisØ
oø les ISRFs sont supposØes connues, a�n d’Øvaluer la capacitØ de la mØthode à estimer les rØponses
radiomØtriques a�n d’assurer une bonne estimation par la suite des ISRFs. Lors de l’estimation
conjointe, l’algorithme OMP est utilisØ et le dictionnaire � est de nouveau construit avec la SVD
et le niveau de bruit est �xØ à SNR = 55 dB. Les spectres de rØfØrence utilisØs proviennent à la
fois de scŁnes atmosphØriques supposØes connues, telles que celles observØes lors de la calibration
en vol (par exemple via le Soleil ou la Lune), mais Øgalement de scŁnes dites plates, obtenues à
l’aide d’une source lumineuse arti�cielle (lampe) dont la radiance est relativement constante sur
l’ensemble du spectre. Ces scŁnes plates permettent de disposer de spectres de rØfØrence prØsentant
peu de variations spectrales, facilitant ainsi l’estimation des rØponses radiomØtriques.

Impact des erreurs radiomØtriques sur l’estimation des ISRFs

De la mŒme maniŁre que pour la partie consacrØe aux erreurs spectrales, nous simulons ici des
erreurs radiomØtriques a�n d’Øvaluer leur impact sur l’estimation des ISRFs. Pour cela, l’algorithme
OMP est utilisØ sans prise en compte explicite des erreurs radiomØtriques, c’est-à-dire en supposant
que les mesures sont exemptes de dØfauts. Les rØsultats obtenus sont prØsentØs dans la �gure 3.13. On
observe que l’on ne parvient pas à estimer les ISRFs avec la prØcision requise (infØrieure au critŁre
de mission de 1%) lorsque les erreurs radiomØtriques ne sont pas incorporØes dans le problŁme
d’estimation. On peut cependant noter que la prØsence d’erreurs radiomØtriques impacte moins
l’estimation d’ISRFs que les erreurs spectrales (voir Section 3.1.5).

Estimation de la rØponse radiomØtrique

Dans cette section, nous supposons que les ISRFs sont connues et nous nous intØressons à l’esti-
mation des rØponses radiomØtriques pour chaque pixel. La �gure 3.14 montre un exemple de rØponse
radiomØtrique obtenue pour un spectre de la bande B1 de MicroCarb, ainsi que les ajustements po-
lynomiaux rØalisØs pour di�Ørents degrØs Pe 2 f1; : : : ;4g. Les erreurs d’estimation de la rØponse
radiomØtrique et des ISRFs sont Øgalement prØsentØes. Un ajustement polynomial à partir du degrØ
Pe = 3 permet d’obtenir une estimation satisfaisante de la rØponse radiomØtrique. Il est important
de souligner que le gain non-linØaire avait initialement ØtØ approchØ par un polynôme de degrØ 2.
L’estimation d’un polynôme de degrØ 3 permet ici de prendre en compte à la fois le gain linØaire
et le courant d’obscuritØ, en plus des gains non-linØaires. Ainsi, le degrØ Pe = 3 sera retenu pour la
suite des analyses.
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Figure 3.13 � Spectre sans dØfaut radiomØtrique et du spectre reconstruit utilisant l’algorithme
OMP (haut), et erreur d’approximation de l’ISRF en fonction de la longueur d’onde pour un nombre
d’atomes sØlectionnØs à K = 4 (bas) pour la bande B1 de MicroCarb.

Figure 3.14 � Estimation de la rØponse radiomØtrique avec des polynômes de degrØ Pe 2 f1; : : : ;4g,
erreur d’estimation et erreur d’estimation des ISRFs pour un pixel de la bande B1 de MicroCarb.
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Estimation conjointe des ISRFs et des rØponses radiomØtriques

Cette section s’intØresse à l’estimation conjointe des ISRFs et des rØponses radiomØtriques, en
suivant la mØthodologie dØcrite prØcØdemment. Pour l’ensemble des rØsultats, le nombre de spectres
de rØfØrence utilisØ est Q = 13. Une Øtude plus prØcise sur le choix de ces spectres sera prØsentØe
ultØrieurement. Nous rØalisons ici l’estimation pour les quatre bandes spectrales. Les �gures 3.15
et 3.16 prØsentent les rØsultats obtenus en termes de : reconstruction du spectre mesurØ, erreur
d’estimation des rØponses radiomØtriques, erreur d’estimation des ISRFs, et moyenne des erreurs
d’approximation des ISRFs. Ces rØsultats sont obtenus à l’aide de la mØthode SPIRITUAL, pour
une cardinalitØ K choisie en cohØrence avec celle ayant permis la meilleure performance dans le
chapitre 2 (K = 4 pour les bandes B1, B3 et B4 et K = 3 pour la bande B2). On observe que,
pour l’ensemble des quatre bandes, la reconstruction du spectre mesurØ est de trŁs bonne qualitØ, et
l’erreur moyenne d’estimation des ISRFs reste infØrieure à 1 % dans la plupart des cas. De lØgŁres
erreurs d’estimation sont visibles ponctuellement, en particulier pour certaines ISRFs de la bande
B4, mais les performances globales demeurent plus que satisfaisantes. En�n, il est intØressant de
noter pour cette bande que quand l’erreur minimale Øtait obtenue pour K = 4 atomes non nuls dans
le chapitre 2, ici, les meilleures performances sont atteintes pour K = 3 . Par ailleurs, on peut noter
que les erreurs d’estimation des rØponses radiomØtriques peuvent Œtre relativement importantes.
Cela s’explique par les fortes amplitudes des spectres non normalisØs, pouvant atteindre des valeurs
de l’ordre de 6� 103 pour les bandes B1 et B4, et jusqu’à 5� 104 pour les bandes B2 et B3.
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Figure 3.15 � Illustration du spectre mesurØ sans dØfauts (1), de la di�Ørence entre le spectre
mesurØ sans dØfauts et le spectre reconstruit avec SPIRITUAL (2), des erreurs d’estimations des
rØponses radiomØtriques (3), de l’erreur d’approximation de l’ISRF en fonction de la longueur d’onde
(4) et de l’erreur moyenne d’approximation de l’ISRF en fonction du nombre d’atomes sØlectionnØs
(5) pour les bandes B1 (a) et B2 (b) de MicroCarb.



3.2. CALIBRATION RADIOMÉTRIQUE 119

a-1)

a-2)

a-3)

a-4)

a-5)

(a)

b-1)

b-2)

b-3)

b-4)

b-5)

(b)

Figure 3.16 � Illustration du spectre mesurØ sans dØfauts (1), de la di�Ørence entre le spectre
mesurØ sans dØfauts et le spectre reconstruit avec SPIRITUAL (2), des erreurs d’estimations des
rØponses radiomØtriques (3), de l’erreur d’approximation de l’ISRF en fonction de la longueur d’onde
(4) et de l’erreur moyenne d’approximation de l’ISRF en fonction du nombre d’atomes sØlectionnØs
(5) pour les bandes B3 (a) et B4 (b) de MicroCarb.
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Robustesse au bruit. On s’intØresse à prØsent à la robustesse de la mØthode SPIRITUAL à
la prØsence de niveaux de rapport signal sur bruit (SNR) � 20 dB, 40 dB, 55 dB et 80 dB �
qui sont ajoutØs aux mesures. Les erreurs d’estimation des ISRFs et des rØponses radiomØtriques
sont dØterminØes et les rØsultats a�chØs dans la table 3.6 montrent une augmentation globale des
erreurs lorsque le SNR diminue, comme attendu. Toutefois, un rØsultat particuliŁrement remarquable
apparaît pour un niveau de bruit de 20dB : malgrØ ce fort bruit, les erreurs d’estimation restent trŁs
faibles. Plus prØcisØment, pour les bandes B2 et B3, les erreurs moyennes sont infØrieures au critŁre
mission, et pour les bandes B1 et B4, elles en sont trŁs proches. Ce rØsultat contraste fortement avec
ceux obtenus dans le chapitre 2, oø un tel niveau de bruit rendait di�cile l’estimation prØcise des
ISRFs. L’utilisation de plusieurs spectres de rØfØrence pourrait expliquer cette amØlioration observØe
dans l’estimation des ISRFs en prØsence d’un niveau de bruit plus ØlevØ. Il sera intØressant d’analyser
ce phØnomŁne dans des travaux futurs.

Table 3.6 � Moyenne des erreurs d’estimation des rØponses radiomØtriques et moyenne des erreurs
d’approximation des ISRFs pour di�Ørents niveaux de bruit (SNR) pour les quatre bandes de
l’instrument MicroCarb - en bleu : mØthode permettant d’obtenir une erreur d’estimation des ISRFs
sous le critŁre de mission.

Réponses radiométriques (log10) Erreur d'approximation des ISRFs (%)
bande / SNR SP IRIT UAL SP IRIT UAL

20 dB 1.02 1.01
bande B1 40 dB -0.69 0.29

55 dB -0.97 0.27
80 dB -0.98 0.27
20 dB 2.38 0.46

bande B2 40 dB 2.29 0.35
55 dB 2.29 0.35
80 dB 2.29 0.35
20 dB 2.41 0.37

bande B3 40 dB 0.95 0.27
55 dB 0.90 0.27
80 dB 0.92 0.26
20 dB 1.34 1.10

bande B4 40 dB 1.10 0.63
55 dB 1.09 0.59
80 dB 1.09 0.59

Robustesse à une mØconnaissance a priori du degrØ des polynômes modØlisant les rØ-
ponses radiomØtriques. De mŒme que pour les dØcalages spectraux, le degrØ du polynôme mo-
dØlisant les erreurs radiomØtriques n’est gØnØralement pas connu en pratique. Nous proposons donc
ici de simuler les rØponses radiomØtriques à l’aide d’un polynôme de degrØ P = 3 , puis d’estimer
conjointement les ISRFs et les rØponses radiomØtriques à l’aide de la mØthode SPIRITUAL, pour
di�Ørents degrØs utilisØs lors de l’estimation Pe 2 f1; : : : ;5g. La �gure 3.17 prØsente les rØsultats
obtenus en termes d’erreur d’estimation des ISRFs et des rØponses radiomØtriques. Comme attendu,
le degrØ estimØ qui minimise l’erreur d’estimation des ISRFs est Pe = 3 , c’est-à-dire celui correspon-
dant au degrØ utilisØ pour la gØnØration des donnØes. De plus, on observe que l’erreur d’estimation
des rØponses radiomØtriques continue de dØcroître lØgŁrement avec l’augmentation du degrØ Pe. Un
polynôme de degrØ supØrieur à celui permettant de simuler les donnØes peut donc Œtre utilisØ de
maniŁre e�cace pour estimer les ISRFs. Au contraire, un degrØ faible Pe = 1 ne permet pas d’estimer
les ISRFs avec une bonne prØcision, ce qui signi�e qu’un simple modŁle a�ne est insu�sant pour
corriger correctement les erreurs radiomØtriques et estimer les ISRFs dans ce cas. En revanche, pour
Pe � 2, les rØsultats deviennent satisfaisants en termes d’estimation des ISRFs.
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Figure 3.17 � Erreurs d’estimation des rØponses radiomØtriques et des ISRFs pour di�Ørents degrØs
estimØs Pe, avec des rØponses radiomØtriques simulØes selon un polynôme de degrØ P = 3 pour la
bande B1 de MicroCarb.

Estimation pour di�Ørents degrØs pour le modŁle polynomiale des rØponses radiomØ-
triques. À prØsent, nous nous plaçons dans le cas oø le degrØ estimØ Pe des polynômes a ØtØ
correctement choisi (i.e. Pe = P ), et nous cherchons à analyser les performances de l’estimation
lorsque le degrØ rØel P augmente, pour P 2 f1; : : : ;5g. Les rØsultats obtenus sont a�chØs dans la
�gure 3.18 en termes d’erreurs d’estimation des rØponses radiomØtriques et des ISRFs. On observe
que plus le degrØ P augmente, plus l’erreur d’estimation des rØponses radiomØtriques a tendance à
croître, ce qui est comprØhensible car le nombre de paramŁtres à estimer augmente avec P . Tou-
tefois, en ce qui concerne l’estimation des ISRFs, l’erreur n’augmente que trŁs lØgŁrement et reste
dans tous les cas infØrieure au critŁre mission. Cela montre que mŒme dans le cas de modŁles ra-
diomØtriques plus complexes (i.e. de degrØ ØlevØ), la mØthode SPIRITUAL parvient à maintenir de
bonnes performances pour l’estimation des ISRFs. Elle se rØvŁle ainsi robuste à l’augmentation du
degrØ des polynômes modØlisant les non-linØaritØs radiomØtriques.
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Figure 3.18 � Erreurs d’estimation des rØponses radiomØtriques et des ISRFs pour di�Ørents degrØs
simulØs P = 1,...5, avec des rØponses radiomØtriques simulØes selon un polynôme de degrØ P = 3
pour la bande B1 de MicroCarb.

Table 3.7 � Erreur d’estimation des rØponses radiomØtriques et moyenne des erreurs d’approxima-
tion des ISRFs pour deux initialisations di�Ørentes (en prenant le premier atome du dictionnaire,
en supposant qu’il n’y a pas de dØfauts) pour la bande B1 de l’instrument MicroCarb.

initialisation Réponse radiométrique (log10) Erreur d'approximation des ISRFs (%)
1 atome -0.92 0.33

sans défauts -0.97 0.27

Impact de l’initialisation. Il est important d’analyser l’impact de l’initialisation sur la mØthode
SPIRITUAL. Dans les rØsultats prØcØdemment prØsentØs, la solution a ØtØ initialisØe en supposant
qu’il n’y avait pas d’erreurs radiomØtriques. Une seconde stratØgie d’initialisation consiste à estimer,
dŁs la premiŁre itØration, les ISRFs en utilisant le premier atome du dictionnaire, qui correspond à
une forme moyenne des ISRFs. Les rØsultats obtenus avec cette seconde mØthode sont reportØs dans
la table 3.7. Contrairement au cas des dØcalages spectraux, cette initialisation par la moyenne des
ISRFs ne permet pas nØcessairement d’amØliorer la qualitØ de l’estimation. En e�et, les deux mØ-
thodes d’initialisation fournissent des performances comparables. Cela suggŁre que, pour les erreurs
radiomØtriques, le choix de l’initialisation a un impact moindre, et que la mØthode SPIRITUAL
converge de maniŁre �able, quelle que soit l’option retenue.
Choix des spectres thØoriques. Dans les expØriences prØcØdentes, Q = 13 spectres de rØfØrence
ont ØtØ utilisØs. Ces spectres correspondent soit à des scŁnes atmosphØriques bien caractØrisØes,
soit à des dite scŁnes �plates" (pouvant Œtre obtenues à l’aide de lampes embarquØes). Ces scŁnes
prØsentent un intØrŒt particulier, car leur contenu spectral faible les rend peu sensibles aux variations
des ISRFs, tout en restant fortement a�ectØes par les erreurs radiomØtriques. Il s’agit donc d’outils
essentiels pour la calibration radiomØtrique. Dans cette section, nous analysons l’impact du choix
et du nombre de spectres de rØfØrence sur l’estimation des ISRFs, en supposant que les rØponses
radiomØtriques ont ØtØ simulØes à l’aide d’un polynôme de degrØ P = 3 . La �gure 3.19 prØsente les
rØsultats obtenus pour l’erreur d’estimation des ISRFs en fonction du nombre de spectres de rØfØrence
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disponibles. Dans la partie supØrieure de la �gure, 13 spectres de rØfØrence sont utilisØs, dont environ
la moitiØ proviennent de scŁnes plates. On observe que, lorsque le nombre de spectres utilisØs est
faible, les erreurs d’estimation sont signi�catives. Plus ce nombre augmente, plus l’erreur dØcroît.
Ces rØsultats montrent qu’un nombre su�sant de spectres de rØfØrence est nØcessaire pour pouvoir
estimer correctement les 4 coe�cients des polynômes modØlisant les rØponses radiomØtriques. En
particulier, à partir de 7 spectres de rØfØrence (3 scŁnes plates), les erreurs d’estimation deviennent
trŁs faibles.

La partie infØrieure de la �gure 3.19 illustre l’Øvolution de l’erreur d’estimation des ISRFs pour
un nombre �xe de Q = 13 spectres de rØfØrence, en fonction du nombre de scŁnes plates utilisØes.
Plusieurs scØnarios sont envisagØs : aucun spectre de scŁne plate n’est utilisØ ; une scŁne atmosphØ-
rique est remplacØe par un spectre de rØfØrence nul (correspondant à une absence totale de signal
capturØ pendant le temps d’intØgration) 2 ; ou bien un faible nombre de scŁnes plates est inclus
dans l’ensemble de rØfØrence (entre 1 et 3). Au sol, il est gØnØralement possible de disposer d’un
grand nombre de scŁnes plates pour la calibration. En revanche, en vol, les contraintes matØrielles
limitent gØnØralement le nombre de lampes disponibles à bord à 1 ou 2, rendant l’analyse de cette
con�guration particuliŁrement pertinente. Les rØsultats sont prØsentØs pour quatre variantes de la
mØthode SPIRITUAL. Ces variantes di�Łrent soit par l’initialisation des ISRFs (en supposant une
absence de dØfauts, ou en utilisant le premier atome du dictionnaire), soit par l’ajout de pondØ-
rations dans le calcul du coßt d’optimisation, en fonction de la variance locale du spectre dans la
fenŒtre glissante. On rappelle que les erreurs radiomØtriques sont plus facilement estimables dans
les zones plates du spectre. Les rØsultats montrent que l’absence totale de scŁne plate entraîne une
dØgradation de la qualitØ d’estimation. L’ajout d’un spectre nul n’apporte aucune amØlioration dans
ce contexte, et peut mŒme dØgrader les performances lorsque l’on initialise les ISRFs en supposant
l’absence d’erreurs radiomØtriques. Il pourra Œtre envisagØ dans des travaux futurs d’exploiter cette
scŁne pour estimer la constante du polynôme, en adaptant le modŁle en consØquence. En revanche,
l’introduction d’une seule scŁne plate permet une amØlioration signi�cative, à condition d’utiliser
une initialisation adaptØe. Dans ce contexte, l’utilisation du premier atome du dictionnaire comme
estimation initiale, combinØe à une pondØration des zones du spectre en fonction de leur variance,
permet d’obtenir les meilleurs rØsultats. Lorsque deux scŁnes plates sont disponibles, les perfor-
mances s’amØliorent encore. À partir de trois scŁnes plates, toutes les variantes testØes convergent
vers une solution de haute qualitØ, avec une erreur d’estimation des ISRFs trŁs faible. Cela atteste
des bonnes performances de la mØthode pour de potentielles opØrations en vol.

2. Ce type de scŁne est couramment utilisØ lors des phases de calibration, car il constitue la seule con�guration
permettant d’estimer uniquement le courant d’obscuritØ et l’o�set.



124 CHAPITRE 3. CALIBRATION SPECTRALE ET RADIOMÉTRIQUE

Figure 3.19 � Erreur d’estimation des ISRFs en fonction du nombre de spectres de rØfØrence
Q : (haut) cas oø la moitiØ des spectres sont issus de scŁnes plates ; (bas) cas avec 13 spectres
de rØfØrence et un nombre variable de scŁnes plates correspondant à di�Ørentes con�gurations de
lampes disponibles (le cas "0-noir" correspond à l’utilisation d’un spectre de rØfØrence nul, obtenu
sans lampe en masquant la luminositØ).

3.2.4 Conclusion sur les erreurs radiomØtriques
Dans cette partie, nous avons analysØ l’impact des erreurs radiomØtriques sur l’estimation des

ISRFs. Nous avons modØlisØ les rØponses radiomØtriques des spectromŁtres à l’aide d’un modŁle
polynomial et proposØ une nouvelle mØthode de rØsolution, nommØe SPIRITUAL, permettant d’es-
timer conjointement les ISRFs en prØsence d’erreurs radiomØtriques. Les rØsultats montrent que la
mØthode dØveloppØe permet d’estimer simultanØment les ISRFs et les rØponses radiomØtriques, et
o�re notamment la possibilitØ de corriger les spectres mesurØs en entrØe. Cette mØthode requiert
l’utilisation de plusieurs spectres de rØfØrence pour rØaliser l’estimation des rØponses radiomØtriques
pixel par pixel. L’Øtude sur le choix des spectres de rØfØrence a montrØ qu’il est nØcessaire d’inclure
au moins un spectre issu d’une scŁne homogŁne (plate), ce qui est le cas en vol pour MicroCarb.
Grâce à cela, il est possible d’estimer les ISRFs en prØsence d’erreurs radiomØtriques. Une Øtude des
performances de la mØthode selon les degrØs des polynômes simulØs ou gØnØrØs, ainsi que dans le
cas de rØponses radiomØtriques s’Øcartant du modŁle, a montrØ de bons rØsultats et une estimation
�able. En�n, une analyse de la robustesse au bruit a Øgalement ØtØ menØe.
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3.3 Estimation conjointe des ISRFs et des erreurs de mesures
Dans cette partie, nous nous intØressons à la fois à l’estimation des ISRFs et des erreurs de

mesure, qu’elles soient radiomØtriques ou spectrales. Nous rappelons le modŁle dØ�ni en (3.1) :

y(�l ) = fl (r � g(Il )(�l )) = fl

� Z

R
r(�l � u) g(Il (u)) du

�
; l = 1 ; : : : ; N� ;

oø y(�l ) 2 R reprØsente la valeur du spectre mesurØ à la longueur d’onde �l , fl modØlise les erreurs
radiomØtriques et g le dØcalage spectral. Dans cette partie, nous conservons l’hypothŁse du modŁle
polynomial utilisØe dans les deux sections prØcØdentes pour modØliser les erreurs radiomØtriques et
spectrales. En discrØtisant le modŁle, on obtient alors :
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est la matrice des Q spectres de rØfØrences paramØtri-

sØe par les coe�cients polynomiaux des Q fonctions de dØcalage spectral. L’objectif est d’estimer de
maniŁre conjointe les ISRFs I l , les coe�cients polynomiaux associØs aux rØponses radiomØtriques
dl

p ainsi que ceux associØs aux rØponses spectrales cq
p. En combinant les problŁmes d’optimisation

des deux parties prØcØdentes (3.9) (estimation conjointe des ISRFs et des dØcalages spectraux) et
(3.17), (3.21), (3.22) (estimation conjointe des ISRFs et des rØponses radiomØtriques), on obtient le
problŁme d’optimisation �nal en plusieurs sous-problŁmes :
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2

6
6
6
6
4

�
R (1)

c1
(l; :)	 l �̂ l

� 0
� � �

�
R (1)

c1
(l; :)	 l �̂ l

� P

...
. . .

...
�

R (Q)
cQ

(l; :)	 l �̂ l

� 0
� � �

�
R (Q)

cQ
(l; :)	 l �̂ l

� P

3

7
7
7
7
5
2 RQ� (P +1);

oø vec(Ŝ l ) est introduit dans (3.21) comme la concatØnation des Q spectres mesurØs corrigØs.

3.3.1 Estimation des ISRFs et des erreurs radiomØtriques et spectrales
À prØsent, nous utilisons une mØthode d’estimation conjointe permettant d’estimer simultanØ-

ment les ISRFs ainsi que les erreurs de mesure, qu’elles soient radiomØtriques ou spectrales. Nous
proposons ici une nouvelle mØthode alternØe qui itŁre entre l’estimation des dØcalages spectraux,
rØalisØe via la partie recalage spectral de la mØthode SPIRITUS, et l’estimation conjointe des ISRFs
et des erreurs radiomØtriques avec SPIRITUAL. La mØthode est dØcrite de la maniŁre suivante :

1. Estimation des Q dØcalages spectraux cq) en �xant les ISRFs et à partir du spectre supposØ
corrigØ radiomØtriquement en rØsolvant (3.24).



126 CHAPITRE 3. CALIBRATION SPECTRALE ET RADIOMÉTRIQUE

2. Estimation des erreurs radiomØtriques aprŁs recalage spectral et à partir des ISRFs estimØes
en rØsolvant un problŁme des moindres carrØs pour chacune des longueurs d’onde appartenant
à la fenŒtre d’analyse Wl en rØsolvant (3.25).

3. Correction des erreurs radiomØtriques en dØterminant les racines des Øquations Y l (l0; :) �
fl 0 [S l (l0; :)] (3.26).

4. RØ-estimation du vecteur parcimonieux � l à partir des mesures corrigØes des erreurs radio-
mØtriques en utilisant l’estimation des dØcalages spectraux (3.25).

Dans les sections prØcØdentes, nous avons montrØ qu’une bonne initialisation est essentielle pour
obtenir des estimations �ables, que ce soit avec SPIRITUS ou SPIRITUAL. Les ISRFs sont donc
initialisØes en utilisant le premier atome du dictionnaire, un choix qui a donnØ les meilleurs rØsultats
pour SPIRITUS et de bons rØsultats pour SPIRITUAL. Ensuite, en utilisant cette initialisation de
l’ISRF, on alterne entre les deux parties : 1) estimation des dØcalages et 2) estimation des erreurs
radiomØtriques avec 3) correction des erreurs radiomØtriques. Une fois cette initialisation rØalisØe,
nous ajoutons l’itØration dØdiØe à l’estimation des ISRFs 4). Il s’agit ici d’une extension de la mØthode
SPIRIT proposØe au chapitre 2, plus complexe que les extensions SPIRITUS et SPIRITUAL dØ�nies
prØcØdemment. Cette nouvelle mØthode prend en compte à la fois les erreurs radiomØtriques et
spectrales et est nommØe ASPIRIT, acronyme de �All-errors modeling (radiometric and spectral
shifts) using polynomials, with a SParse representation of Instrument Spectral Responses using a
dicTionary".

Il est important de noter que rØsoudre ce problŁme d’optimisation combinant toutes les erreurs
considØrØes est plus di�cile, notamment en raison d’une fonction objectif qui n’est ni convexe ni
simple. Cependant, un constat fait au dØbut du chapitre nous vient en aide : les deux types de
dØfauts � radiomØtriques et spectraux � n’impactent pas uniformØment l’ensemble du spectre. Plus
prØcisØment, les erreurs spectrales ont peu d’impact dans les zones plates du spectre, mais sont plus
facilement identi�ables et corrigØes dans les raies spectrales. À l’inverse, les erreurs radiomØtriques
sont di�ciles à estimer dans les raies, à cause de la forte variabilitØ locale du signal, mais sont
mieux dØtectables dans les rØgions plates du spectre. Pour ces raisons, on dØ�nit un nouveau modŁle
Øtendu, appelØ W-ASPIRIT (Weight ASPIRIT), dans lequel on introduit des pondØrations variables
selon les rØgions spectrales en fonction du type d’erreur à estimer : 1) lorsqu’on cherche à estimer
les erreurs radiomØtriques, on attribue plus de poids aux zones plates du spectre (oø la variance
sur une fenŒtre glissante du spectre mesurØ normalisØ est faible) et 2) pour l’estimation des dØfauts
spectraux, on met plus de poids au niveau des raies spectrales (oø la variance sur la fenŒtre glissante
est ØlevØe). Plus prØcisØment, on introduit la matrice de poids � 2 RN � � Q contenant les Øcarts
types pour tous les pixels l et les Q spectres de rØfØrence calculØs pour chaque fenŒtre glissante et
les sous-problŁmes d’optimisation 3.24 et 3.26 sont modi�Øs de la façon suivante :

ĉ(q) = arg min
c ( q )
jjdiag(� (:; q)) � 1(Y (:; q) � N q(	 l �̂ l ; c(q); d̂)) jj22; q = 1 ; :::; Q (3.29)

d̂ l = arg min
d l

jjdiag(� (l; :))Y (l; :)T �M l (	 l �̂ l ; ĉ)d l jj22; l = 1 ; :::; N� : (3.30)

Cette mØthode est dØcrite dans l’algorithme 9, prØsentØ dans l’annexe A.
A�n d’analyser l’importance d’utiliser une pondØration pour l’estimation des ISRFs, nous avons

comparØ les performances de la mØthode ASPIRIT avec et sans pondØration pour des mesures
issues des bandes B1, B2, B3 et B4. Les dØcalages spectraux ont ØtØ gØnØrØs avec un polynôme de
degrØ P = 3 et un dØcalage maximal de �max = 3 pixels, tandis que les rØponses radiomØtriques
ont ØtØ modØlisØes par un polynôme de degrØ P = 3 . L’estimation des dØcalages spectraux est
rØalisØe en utilisant des algorithmes paramØtriques basØs sur la norme ‘2 (l’Øtude de l’utilisation du
transport optimal est laissØe pour des travaux futurs). Pour l’estimation des erreurs radiomØtriques,
nous avons utilisØ Q = 13 spectres de rØfØrence. Les performances d’estimation sont ØvaluØes selon
plusieurs critŁres : la qualitØ de l’estimation des ISRFs, l’erreur entre les spectres mesurØs et les
spectres reconstruits, ainsi que l’estimation des dØcalages spectraux et des rØponses radiomØtriques.
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Les rØsultats obtenus peuvent Œtre visualisØs pour toutes les bandes dans les �gures 3.20 et 3.21. Il
est clairement plus di�cile d’estimer les ISRFs lorsque toutes les erreurs de mesure � radiomØtriques
et spectrales � sont prises en compte simultanØment. Dans ce cas, la mØthode ASPIRIT montre des
limites, notamment pour la bande B2, oø il devient di�cile d’estimer correctement les ISRFs ainsi
que les erreurs radiomØtriques et les dØcalages spectraux. Cette sensibilitØ de la bande B2 avait dØjà
ØtØ observØe prØcØdemment : dans le cas d’un dØcalage spectral de 3 pixels, l’estimation à l’aide de
la norme ‘2 a montrØ des performances dØgradØes. Pour les bandes B1 et B4, la mØthode ASPIRIT
standard montre Øgalement quelques limites en termes de prØcision. Cependant, l’ajout de poids dans
le traitement des spectres mesurØs permet d’amØliorer signi�cativement les rØsultats, engendrant des
erreurs d’estimation des ISRFs en dessous du critŁre mission �xØ à 1 %. La bande B3 apparaît quant
à elle comme la plus favorable à l’estimation : les performances obtenues sont trŁs bonnes, mŒme sans
pondØration, et l’ajout de poids engendre de meilleures performances d’estimation. En dØ�nitive,
l’approche Weight-ASPIRIT permet d’estimer les ISRFs avec une grande prØcision en prØsence
d’erreurs radiomØtriques et spectrales. Elle s’avŁre particuliŁrement e�cace tant que les spectres
ne sont pas trop fortement perturbØs. Cette mØthode permet Øgalement une correction �able des
spectres mesurØs, et donc une meilleure robustesse de l’Øtalonnage spectral de l’instrument.
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Figure 3.20 � Illustration du spectre mesurØ sans dØfauts (1), de la di�Ørence entre le spectre mesurØ
sans dØfauts et le spectre reconstruit avec ASPIRIT et W-ASPIRIT (2), des erreurs d’estimation
des dØcalages spectraux (3), des erreurs d’estimation des rØponses radiomØtriques (4) et des erreurs
d’approximation de l’ISRF en fonction de la longueur d’onde (5)
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Figure 3.21 � Illustration du spectre mesurØ sans dØfauts (1), de la di�Ørence entre le spectre mesurØ
sans dØfauts et le spectre reconstruit avec ASPIRIT et W-ASPIRIT (2), des erreurs d’estimation
des dØcalages spectraux (3), des erreurs d’estimation des rØponses radiomØtriques (4) et des erreurs
d’approximation de l’ISRF en fonction de la longueur d’onde (5) pour les bandes B3 (a) et B4 (b)
de MicroCarb.
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Figure 3.22 � Erreur d’estimation des ISRFs dans di�Ørents scØnarios instrumentaux, avec les
mØthodes d’estimation associØes : sans erreurs (SPIRIT), en prØsence de dØcalages spectraux (SPI-
RITUS), en prØsence d’erreurs radiomØtriques (SPIRITUAL), et en prØsence conjointe des deux
types d’erreurs, corrigØes à l’aide de la mØthode pondØrØe W-ASPIRIT, pour les bandes B1, B2, B3
et B4 de MicroCarb.

Performances d’estimation des ISRFs pour les di�Ørents scØnarios instrumentaux

Finalement, cette derniŁre partie propose une synthŁse des performances des mØthodes d’esti-
mation des ISRFs appliquØes aux quatre bandes spectrales de la mission MicroCarb, dans plusieurs
scØnarios reprØsentatifs des conditions instrumentales possibles. La �gure 3.22 regroupe 16 sous-
�gures, combinant les rØsultats pour les quatre bandes (B1 à B4) selon le scØnario testØ : sans
dØfauts (avec rØsolution utilisant SPIRIT), avec uniquement des dØcalages spectraux (SPIRITUS),
avec uniquement des dØfauts radiomØtriques (SPIRITUAL), et avec la totalitØ des dØfauts pris en
compte (W-ASPIRIT). Les rØsultats con�rment la pertinence et la robustesse des mØthodes propo-
sØes, avec une trŁs bonne qualitØ d’estimation dans tous les cas simples, et des performances qui
restent solides mŒme dans les scØnarios complexes lors de l’introduction de dØfauts. L’estimation
conjointe des erreurs spectrales et radiomØtriques avec W-ASPIRIT permet trŁs souvent d’atteindre
des niveaux de prØcision satisfaisants, compatibles avec les exigences de la mission. En outre, bien
que certaines bandes � en particulier B2 et B4 � prØsentent une plus grande sensibilitØ aux erreurs
spectrales, les mØthodes restent e�caces, notamment grâce à l’introduction de pondØrations adap-
tØes. Les bandes B1 et B3 montrent une trŁs bonne stabilitØ face aux di�Ørentes sources d’erreurs.
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Ces rØsultats illustrent la capacitØ des approches dØveloppØes à s’adapter aux di�Ørentes con�gu-
rations instrumentales et à garantir une estimation �able et prØcise des ISRFs sur l’ensemble des
bandes spectrales.

3.4 Conclusions
Ce chapitre s’est intØressØ à la modØlisation et à la correction des erreurs instrumentales a�ec-

tant les mesures d’un spectromŁtre, en s’appuyant sur les donnØes des quatre bandes spectrales de la
mission MicroCarb. Deux grandes familles de dØfauts ont ØtØ analysØes : les erreurs spectrales, liØes
à des dØcalages dans la position des ISRFs, et les erreurs radiomØtriques, induites par des rØponses
non-linØaires du dØtecteur. Ces dØfauts altŁrent la qualitØ des spectres mesurØs, et compromettent
l’estimation prØcise des fonctions de rØponse spectrale (ISRFs), essentielles pour une dØtermination
�able des concentrations de gaz. Pour les prendre en compte, des modŁles essentiellement paramØ-
triques ont ØtØ proposØs, en particulier des modØlisations polynomiales des dØcalages spectraux et
des rØponses radiomØtriques, tandis que les ISRFs ont ØtØ estimØes via une reprØsentation parcimo-
nieuse dans un dictionnaire construit à partir d’exemples expØrimentaux comme dans le chapitre
prØcØdent. L’estimation conjointe des ISRFs et des erreurs spectrales et radiomØtriques a nØcessitØ la
mise en ÷uvre d’un nouvel algorithme d’estimation basØ sur des modŁles non-linØaires parcimonieux.
La mØthode principale dØveloppØe repose sur une approche alternØe, qui itŁre entre l’estimation des
coe�cients polynomiaux reprØsentant les di�Ørentes erreurs (spectrales et radiomØtriques) et l’esti-
mation des ISRFs via une reprØsentation parcimonieuse (introduite au chapitre 2). Cette dØmarche
repose sur l’utilisation de fenŒtres glissantes et nØcessite en plus un nombre su�sant de spectres de
rØfØrence pour identi�er les paramŁtres liØs aux erreurs radiomØtriques.

Une analyse numØrique dØtaillØe a permis d’Øvaluer la robustesse de ces mØthodes à di�Ørentes
formes de spectre, di�Ørents niveaux de bruit, ainsi que leur sensibilitØ à de mauvaises spØci�ca-
tions du modŁle (choix du degrØ du polynôme). En particulier, l’importance d’inclure au moins un
spectre de rØfØrence correspondant à une scŁne plate a ØtØ mise en Øvidence pour bien contraindre
l’estimation radiomØtrique. Les rØsultats obtenus soulignent la capacitØ des approches proposØes à
traiter un problŁme inverse non-linØaire complexe de maniŁre �able. Le chapitre suivant prolonge
cette rØ�exion dans un cadre plus thØorique, en Øtudiant des modŁles inverses non-linØaires avec
contraintes de parcimonie, dans le cadre de non-linØaritØs paramØtriques supposØes partagØes par
les pixels du dØtecteur. Ce qui ouvre la voie à une gØnØralisation des mØthodes au-delà des hypothŁses
polynomiales.
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Chapitre 4

GØnØralisation du problŁme inverse
non-linØaire

Dans les chapitres prØcØdents, nous avons proposØ des mØthodes de rØsolution de problŁmes in-
verses pour estimer les fonctions de rØponses spectrales (ISRFs) des instruments dans le cas linØaire
(SPIRIT) et dans le cas non-linØaire (SPIRITUAL). Nous avons pu attester des performances de
l’utilisation de la reprØsentation parcimonieuse dans un dictionnaire pour estimer ces fonctions.
Ce chapitre vient poser quelques fondements thØoriques pour la rØsolution globale des problŁmes
inverses non-linØaires en utilisant une reprØsentation parcimonieuse et en supposant un modŁle pa-
ramØtrique des non-linØaritØs. Le but est d’estimer de maniŁre conjointe deux vecteurs, dont l’un
d’entre eux est supposØ pouvoir se dØcomposer dans un dictionnaire. Dans la littØrature, les non-
linØaritØs sont souvent nØgligØes ou linØarisØes [93], car les problŁmes inverses non-linØaires sont
gØnØralement complexes à rØsoudre, en raison des relations non triviales entre les donnØes et les
paramŁtres. Un cas particulier frØquemment ØtudiØ est celui des moindres carrØs non-linØaires avec
paramŁtres sØparables, utilisØ dans de nombreux domaines : chimie, systŁmes mØcaniques, tØlØcom-
munications, imagerie biomØdicale, etc. [94]. Ces problŁmes consistent souvent à ajuster les donnØes
par une combinaison linØaire de fonctions non-linØaires, comme des polynômes (pouvant approxi-
mer toute fonction continue) ou des fonctions bilinØaires, utilisØes notamment dans les modŁles de
mØlange non-linØaires [95, 96] ou la modØlisation d’erreurs radiomØtriques instrumentales [92].

Dans ce chapitre, deux mØthodes de rØsolution de problŁmes inverses non-linØaires seront Øtu-
diØes. La premiŁre approche repose sur la projection de variables (Variable Projection, VP) telle
que formulØe dans [97]. Il s’agit d’une mØthode classique pour traiter ce type de problŁme dans
le cas oø les non-linØaritØs sont sØparables. On cherche à minimiser une fonctionnelle modi�Øe via
l’application d’une pseudo-inverse. Toutefois, cette approche montre ses limites lorsque la matrice
associØe est mal conditionnØe. De plus, dans de nombreuses applications, les non-linØaritØs ne sont
pas sØparables. C’est le cas, par exemple, en sØparation aveugle de sources convolutives post-non-
linØaires (oø la non-linØaritØ est modØlisØe par une tangente hyperbolique) [98], ou encore dans les
modŁles ØpidØmiologiques fractionnaires de type SIR [99]. En�n, les fonctions sigmoïdes, largement
utilisØes dans les rØseaux de neurones, illustrent Øgalement ce type de non-linØaritØs non-sØparables.
La seconde approche utilisØe repose sur une adaptation de la formulation EXIP. Il s’agit en outre
d’une simpli�cation de la mØthode SPIRITUAL prØsentØe dans le chapitre 3 dans le cas oø les
non-linØaritØs sont identiques pour tous les pixels. La mØthode consiste en une version Øtendue
du principe d’invariance gØnØralisØ (Extended Invariance Principle) telle que dØcrite dans [100]. La
mØthode est appliquØe dans le cas oø les non-linØaritØs sont supposØes bijectives sur l’espace de
dØ�nition. Pour ces deux mØthodes, des contraintes de parcimonie sont ajoutØes, ce qui constitue
une contribution à la littØrature. De plus, pour la seconde mØthode, la formulation EXIP est utilisØe
de maniŁre alternØe avec l’estimation du paramŁtre de la fonction non-linØaire.

Les mØthodes proposØes sont appliquØes à divers contextes, au-delà de l’estimation des ISRFs,
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notamment à des problŁmes comme le dØmØlange spectral oø le modŁle reste pertinent. Di�Ørents
types de non-linØaritØs seront ØtudiØs et des dictionnaires de di�Ørentes tailles seront utilisØs. Une
Øtude du conditionnement de ces dictionnaires sera proposØe tout d’abord dans le cas linØaire, ce
qui revient à supposer que la fonction paramØtrique est l’identitØ, puis dans le cas non-linØaire a�n
d’analyser les di�cultØs pour rØsoudre ce type de problŁmes.

4.1 PrØsentation et modØlisation du problŁme
Les problŁmes inverses sont largement utilisØs dans de nombreux domaines, notamment l’explo-

ration gØophysique, la surveillance environnementale, ainsi que spatiale et hyperspectrale. Il est en
e�et possible d’utiliser ce type de modŁle a�n de reconstruire une image ou de retrouver le contenu
spectral d’une scŁne observØe sur Terre à partir des mesures fournies par un instrument [101]. Cepen-
dant, dans la pratique, des non-linØaritØs, notamment liØes à la conception de l’instrument, peuvent
perturber signi�cativement les mesures et introduire des erreurs importantes lors de l’inversion.
Dans ce contexte, le modŁle d’observation associØ peut Œtre formulØ comme suit :

y = f� � (Xa ) + � (4.1)

oø y 2 RQ reprØsente le vecteur d’observation contenant Q mesures, X 2 RQ� N est une matrice
connue, a 2 RN est un vecteur que l’on cherche à estimer, f� est une fonction paramØtrique qui
s’applique point à point avec la notation f� � (u ) = [ f� (u 1); :::; f� (u Q )]T ;8u 2 RQ et � 2 RQ est
un bruit additif gaussien. Notons que la fonction f� dØpend d’un vecteur de paramŁtres � 2 RP .
Nous rappelons que dans ce modŁle, y , X , et la forme de la fonction f� sont supposØs connus et a
et � sont des vecteurs inconnus que l’on cherche à estimer. Le problŁme d’estimation de ces deux
vecteurs peut Œtre rØ-Øcrit :

arg min
� ;a
jjy � f� � (Xa )jj22: (4.2)

Si le nombre d’observations Q est su�samment grand par rapport au nombre total de paramŁtres à
estimer (N+ P ), il est en principe possible de rØsoudre le problŁme (4.2) par une mØthode de moindres
carrØs non-linØaires. Toutefois, cette approche peut s’avØrer di�cile en pratique, notamment en
raison d’un mauvais conditionnement du problŁme. De plus, dans de nombreux cas d’application,
le nombre de mesures Q est trop petit pour permettre l’estimation simultanØe des vecteurs a et �
(en particulier lorsque Q < N < N + P ). Le problŁme devient alors mal posØ et des hypothŁses
supplØmentaires sont nØcessaires pour pouvoir le rØsoudre.

L’hypothŁse centrale de ce chapitre est que le vecteur d’intØrŒt a peut Œtre reprØsentØ de maniŁre
parcimonieuse dans un dictionnaire donnØ. Cette hypothŁse permet de rØduire signi�cativement le
nombre de paramŁtres à estimer : au lieu d’estimer l’ensemble des N composantes de a, il su�t
d’estimer les indices et les amplitudes des K atomes sØlectionnØs dans le dictionnaire, soit seulement
2K paramŁtres. On fait l’hypothŁse que le nombre d’observations Q est su�samment important
pour estimer de maniŁre jointe � et le support des K ØlØments non nuls de a et leurs valeurs. Le
vecteur a dØcomposØ dans un dictionnaire � s’Øcrit :

a = � � 2 RN ; (4.3)

oø � 2 RN � N D et � 2 RN D est un vecteur parcimonieux. On peut alors rØ-Øcrire (4.1) sous la
forme :

y = f� � (	 � ) + � ; (4.4)

avec
	 , X � 2 RQ� N D : (4.5)
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DŁs lors, l’expression Xa de (4.1) possŁde une reprØsentation parcimonieuse dans un nouveau dic-
tionnaire 	 . Finalement, le problŁme d’optimisation que l’on cherche à rØsoudre est :

arg min
(� ;� )

R1(� ; � ) = arg min
(� ;� )
fjjy � f� � (	 � )jj22 + �jj� jj0g: (4.6)

4.2 MØthodes de rØsolution

4.2.1 Non-linØaritØs sØparables
Dans un premier temps, on se place dans le cadre de non-linØaritØs sØparables comme prØsentØ

dans [97]. Le modŁle considØrØ est une combinaison linØaire de fonctions non-linØaires. Dans ce
cas particulier, la fonction f dØ�nie dans (4.6) peut s’Øcrire f� (z) =

P P
p=0 gp(z)�p 8z 2 R+ avec

� = ( �0; :::; �P )T . Le problŁme d’optimisation associØ est alors formulØ comme suit :

arg min
(� ;� )

R2(� ; � ) = arg min
(� ;� )

8
<

:

QX

q=1

�
�
�
�
�
yq �

PX

p=0

gp(	 q� )�p

�
�
�
�
�

2

+ �jj� jj0

9
=

;
: (4.7)

Le problŁme est donc quadratique par rapport à � et non-linØaire par rapport à � . Notons que les
non-linØaritØs polynomiales, abordØes dans le chapitre 3 sont un exemple typique de non-linØaritØs
sØparables.

Une mØthode classique pour rØsoudre (4.7) est la mØthode �projection de variables� [94] qui ex-
ploite la structure sØparable du problŁme de moindres carrØs non-linØaires pour Øliminer les variables
linØaires. On rØduit alors le problŁme à l’optimisation d’une fonction ne dØpendant que des variables
non-linØaires. Cette mØthode a ØtØ utilisØe dans plusieurs contextes, par exemple dans le cadre de
la calibration conjointe et des techniques de tomographie [102]. Le problŁme (4.7) est reformulØ en
utilisant une matrice auxiliaire A (� ) 2 RQ� P +1 dØ�nie par

A (� ) =

2

6
4

g0(	 1 � ) : : : gP (	 1 � )
...

. . .
...

g0(	 Q � ) : : : gP (	 Q � )

3

7
5 ; (4.8)

de la maniŁre suivante :

arg min
(� ;� )

R2(� ; � ) = arg min
(� ;� )

�
jjy � A (� )� jj2 + �jj� jj0

	
: (4.9)

La minimisation par rapport à � est explicite et le minimum est obtenu au point :

� =
h
A T (� )A (� )

i � 1
A T (� )y : (4.10)

En remplaçant cette valeur de � dans (4.9), le problŁme d’optimisation que l’on cherche à rØsoudre
est �nalement

arg min
�

R3(� ) = arg min
�

�
jjy � A (� )

h
A T (� )A (� )

i � 1
A T (� ) y jj2 + �jj� jj0

�
; (4.11)

oø A T dØsigne la matrice transposØe conjuguØe. Une particularitØ de cette formulation rØside dans
l’utilisation de contraintes de parcimonie sur le vecteur � . Le problŁme d’optimisation associØ est
non-linØaire, non convexe, et NP-di�cile. Sa rØsolution repose donc sur des approximations ou des
heuristiques.

Des mØthodes itØratives spØci�ques ont ØtØ dØveloppØes dans le cas linØaire pour rØsoudre des
problŁmes d’optimisation avec contraintes de parcimonie. Les algorithmes de seuillage dur itØratif
(ou Iterative Hard Thresholding, IHT) en sont un exemple et ont notamment ØtØ proposØs pour
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rØsoudre des problŁmes de reconstruction à partir de mesures compressØes [103]. À chaque itØration,
un pas de descente de gradient est appliquØ sur le terme d’attache aux donnØes, puis un opØrateur
proximal dØ�ni ici par le seuillage dur (ou hard thresholding), i.e.

proxhard(z ; �; t) =

(
zi si jzi j � �t � 0 8i = 1 ; :::; ND

0 sinon

est appliquØ sur le vecteur z obtenu aprŁs la descente de gradient. Le paramŁtre � contrôle la
rØgularisation parcimonieuse alors que le paramŁtre t contrôle la descente de gradient. À la �n de
l’opØration proximale, seuls les coe�cients les plus signi�catifs (avec un niveau de parcimonie K
�xØ) sont conservØs. Il a ØtØ dØmontrØ [103] dans le cas linØaire que sous des hypothŁses raisonnables
sur le dictionnaire, (telles que la propriØtØ d’isomØtrie restreinte), ces algorithmes fournissent des
garanties d’erreur proches de l’optimal, tout en restant robustes au bruit. Leur simplicitØ de mise en
÷uvre, leur faible coßt computationnel et leur capacitØ à s’adapter à de grands volumes de donnØes
en font des outils puissants pour l’approximation parcimonieuse.

Une autre mØthode pour obtenir une solution approchØe du problŁme (4.11) consiste à le relâcher
en utilisant la norme ‘1 :

arg min
�

R4(� ) = arg min
�

�
jjy � A (� )

h
A T (� )A (� )

i � 1
A T (� ) y jj2 + �jj� jj1

�
: (4.12)

L’utilisation de la norme ‘1 comme terme de rØgularisation permet d’obtenir un problŁme convexe,
ouvrant ainsi la voie à des garanties thØoriques solides en termes de convergence et de perfor-
mance. Cette relaxation favorise Øgalement des solutions parcimonieuses, tout en facilitant leur
calcul. L’opØrateur proximal dans ce contexte, associØ à cette norme ‘1, est dØ�ni par le seuillage
doux (soft-thresholding), i.e.

proxsoft(z ; �; t) = sign(zi ) max( jzi j � �t;0) 8i = 1 ; :::; ND:

Cet opØrateur a ØtØ formellement dØcrit dans [104], dans le cadre de l’algorithme FISTA (Fast Ite-
rative Shrinkage-Thresholding Algorithm). Cet algorithme a dØmontrØ son e�cacitØ dans plusieurs
applications, notamment en dØ�outage d’images (�image deblurring"), oø il a permis d’obtenir des
rØsultats de haute qualitØ tout en assurant une convergence rapide [105]. Un inconvØnient bien connu
de cette mØthode est l’introduction d’un biais de contraction (�shrinking bias"), qui peut dØgrader
la qualitØ des solutions. Par ailleurs, comme avec l’opØrateur de seuillage dur, cette approche nØ-
cessite le choix des hyperparamŁtres � et t qu’il faut ajuster pour obtenir un nombre donnØ de
composantes non nulles. Pour contourner cette di�cultØ, d’autres approches de relaxation ont ØtØ
proposØes, en particulier via l’utilisation d’enveloppes quadratiques [50]. La rØgularisation utilisant
ces enveloppes permet d’Øviter le biais de contraction tout en favorisant une reprØsentation parci-
monieuse prØcise [51]. Elles ont fait l’objet d’analyses thØoriques approfondies, et ont ØtØ appliquØes
à la dØ�nition de nouvelles rØgularisations permettant un meilleur contrôle de pØnalitØs mal posØes
ou dans des contextes d’inversion mal conditionnØs, tels que la rØsolution de systŁmes d’Øquations
sous-dØterminØs en compressed sensing [51], la reconstruction de matrices de faible rang à partir
de mesures bruitØes [52] ou encore en imagerie spectrale compressØe [54]. Toutefois, le rØglage des
paramŁtres associØs reste dØlicat, en particulier dans les cas non-linØaires, ce qui limite leurs usages
dans ce contexte. Ces mØthodes ne seront donc pas approfondies ici et sont laissØes pour des travaux
ultØrieurs.

Dans la suite, nous nous concentrerons sur une approche combinant la projection de variables
et la descente de gradient proximal, que nous dØsignerons par SVP (Sparse Variable Projection). Sa
mise en ÷uvre est prØsentØe en Annexe A, dans l’Algorithme 10. Cette mØthode nØcessite le calcul
du gradient du terme d’attache aux donnØes par rapport au vecteur parcimonieux � , dØ�ni par

r�








 y � A (� )

h
A T (� )A (� )

i � 1
A T (� ) y










2

:
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Le calcul de ce gradient est explicitØ en Annexe B. L’approche par projection de variables suppose
donc que les fonctions non-linØaires considØrØes sont di�Ørentiables et que la matrice A T (� )A (� )
est inversible et bien conditionnØe, ce qui peut ne pas Œtre le cas et donc engendrer des instabi-
litØs numØriques. De plus, le problŁme posØ est largement non-convexe et compliquØ à rØsoudre,
notamment avec l’introduction des contraintes de parcimonie. Il n’y a donc thØoriquement pas de
garantie de converger dans tous les contextes. Finalement, cette approche est restreinte aux pro-
blŁmes non-linØaires à variables sØparables, ce qui limite son applicabilitØ à des cas plus gØnØraux
pouvant survenir dans certaines applications. L’objectif de la section suivante est donc de proposer
une nouvelle mØthode, qui Øvite cette inversion de matrice et peut Œtre appliquØe à une autre classe
de non-linØaritØs, en particulier lorsque les variables ne sont plus sØparables.

4.2.2 Non-linØaritØs non-sØparables et bijectives
Les non-linØaritØs ØtudiØes dans la littØrature comme les fonctions polynomiales sont souvent

supposØes sØparables, ce qui permet de simpli�er l’analyse et le calcul. Toutefois, dans de nombreuses
applications rØelles, les non-linØaritØs rencontrØes ne vØri�ent pas cette propriØtØ de sØparabilitØ.
Dans cette partie, nous nous plaçons dans un cadre gØnØral de non-linØaritØs non sØparables, et
nous proposons une nouvelle approche de rØsolution de (4.6) adaptØe à cette situation. La mØthode
repose sur l’hypothŁse que la non-linØaritØ considØrØe est bijective, une propriØtØ exploitØe dans la
phase d’optimisation. L’approche utilisØe est itØrative et alterne entre l’estimation du vecteur � et
l’utilisation d’une extension de la formulation EXIP [100] pour l’estimation de � sous contraintes
de parcimonie. La premiŁre Øtape consiste à estimer le vecteur � en supposant que � est connu :

�̂ , arg min
�
R� (� ) = arg min

�
jjy � f� � (	 � )jj22: (4.13)

RØsoudre ce problŁme revient donc à estimer les paramŁtres de la non-linØaritØ, en supposant que
la structure de la fonction associØe est connue. En pratique, la rØsolution est e�ectuØe à l’aide d’un
algorithme de moindres carrØs non-linØaires (tel que celui de Levenberg-Marquardt [106] utilisØ dans
la fonction lsqnonlin de MATLAB). La seconde Øtape consiste à estimer le vecteur � en supposant
que � est connu. Le problŁme d’optimisation associØ est :

�̂ , arg min
�

R� (� ) = arg min
�

�
jjy � f� � (	 � )jj22 + �jj� jj0

	
: (4.14)

Ce problŁme est di�cile à rØsoudre, non seulement en raison de la prØsence de la non-linØaritØ, mais
Øgalement à cause des contraintes de parcimonie imposØes sur la solution. La mØthode proposØe
pour estimer � est basØe sur une version Øtendue de la formulation EXIP (EXtended Invariance
Principle) introduite et ØtudiØe par Stoica et al. [100] qui ajoute des contraintes de parcimonie sur
la solution. La formulation EXIP o�re un cadre permettant de reformuler la fonction de coßt, de
maniŁre à simpli�er la rØsolution du problŁme d’optimisation sous-jacent.

Proposition (EXIP). Supposons qu'il existe une applicationg : RN D ! RQ telle que, pour tout
� 2 RN D ,

� = g(� ) 2 RQ ; (4.15)

et que l'estimateur de � construit avec un échantil lon de tail le N noté �̂ N véri�e l'invariance
asymptotique suivante :

lim
N ! +1

�̂ N = lim
N ! +1

g(�̂ N ); (4.16)

c'est-à-dire que lorsque la tail leN de l'échantil lon tend vers l'in�ni, estimer � ou estimer � puis
appliquer la fonction g revient au même. Une approximation de l'estimateur de� est donnée par :

~� N = arg min
�

[�̂ N � g(� )]T R00
� (�̂ N ) [�̂ N � g(� )]; (4.17)
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où R� (� ) = k y � f� � � k22 et R00
� (�̂ ) = r2R� (�̂ ) est la matrice hessienne (matrice des dérivées

secondes) de ce critère par rapport à� , et évaluée en�̂ . En particulier, si R00
� (�̂ ) ne dépend pas de

� , alors l'estimateur indirect ~� N est identique à�̂ N et il n'y a alors plus aucune approximation.

Dans notre problŁme, on cherche à estimer le vecteur � . En pratique, on estime tout d’abord
le vecteur transformØ � = g(� ), oø l’application g est dØ�nie par g(� ) = 	 � car cette estimation
est plus facile et mieux conditionnØe. A partir de l’estimation �̂ , on utilise la proposition EXIP a�n
de revenir à � , tout en tenant compte de l’information sur la qualitØ de cette estimation (via une
mØtrique quadratique pondØrØe par la hessienne). On montre par ailleurs que la matrice hessienne
s’Øcrit dans notre cas (voir Annexe C) :

R00
� (�̂ ) =

2

6
6
6
4

2
�

@f�
@�1

� 2

. . .

2
�

@f�
@�Q

� 2

3

7
7
7
5

� =�̂

: (4.18)

La formulation EXIP fournit une maniŁre rigoureuse de faire cette inversion, et elle est asympto-
tiquement Øquivalente à une estimation directe de � quand le nombre d’observations N est grand.
Nous devons ajouter à cette formulation des contraintes de parcimonie (voir (4.14)), ce qui conduit
au problŁme suivant :

�̂ = arg min
�

� h
�̂ � g(� )

i T
R

00

� (�̂ )
h
�̂ � g(� )

i
+ �jj� jj0

�
: (4.19)

Notons la prØsence du vecteur �̂ dans cette Øquation qui reprØsente le signal en amont de la non-
linØaritØ, c’est-à-dire avant l’application de la transformation non-linØaire. Ce vecteur est estimØ
à partir des observations y en rØsolvant un problŁme de recherche de zØro sur la fonction : � !
y � f� � � . Cette Øtape repose sur l’hypothŁse de bijectivitØ de la non-linØaritØ, condition nØcessaire
pour garantir l’existence et l’unicitØ de l’inverse. Il est notamment important de s’assurer lors de
l’estimation du paramŁtre � que la fonction obtenue est bien bijective (i.e. strictement croissante
ou dØcroissante) sur l’ensemble de dØ�nition. AprŁs avoir estimØ le vecteur � , estimer � revient à
rØsoudre le problŁme inverse linØaire (4.19), ce qui peut Œtre e�ectuØ avec les mØthodes prØsentØes
dans le chapitre 2 (i.e. OMP et LASSO). Notons qu’il serait thØoriquement possible d’utiliser d’autres
approches, notamment des algorithmes de type descente de gradient avec opØrateur proximal (comme
les seuillages doux ou durs introduits prØcØdemment), en les appliquant ici dans un cadre sans non-
linØaritØ a�n de retrouver le vecteur � . Toutefois, leur application dans ce contexte se heurte à
une di�cultØ majeure : le coßt computationnel ØlevØ associØ à leur caractŁre itØratif, qui viendrait
s’ajouter à une mØthode d’estimation dØjà itØrative par ailleurs. Une telle stratØgie conduirait à une
complexitØ algorithmique trop importante, raison pour laquelle cette piste n’est pas explorØe ici et
est laissØe à de futurs travaux.

Dans la suite, la mØthode proposØe, qui consiste à itØrer entre estimation des paramŁtres �
de la non-linØaritØ, du vecteur intermØdiaire corrigØ de la non-linØaritØ � et du vecteur parcimo-
nieux � , sera dØsignØe par EXIPRIM, acronyme de EXtended Invariance Principle based method
for paRameterized nonlInear inverse problem through sparse Modeling. Celle-ci est rØsumØe dans
l’Algorithme 11 en Annexe A.. Dans cet algorithme, la notation �SR� reprØsente soit l’algorithme
OMP dans le cas de la rØsolution avec la norme ‘0, soit l’algorithme LASSO, dans le cas de la rØso-
lution avec la norme ‘1. La mØthode EXIPRIM constitue une stratØgie prometteuse pour traiter des
problŁmes inverses non-linØaires complexes sous contraintes de parcimonie et elle est basØe sur des
fondements thØoriques (EXIP). Toutefois, il est important de noter que si les non-linØaritØs ne sont
pas bijectives, il n’y a pas d’unicitØ de la solution et aucune mØthode ne peut donner une solution
unique car elle n’existe pas. L’hypothŁse est faite que les non-linØaritØs considØrØes sont bijectives.
De plus, comme dans le cas des non-linØaritØs sØparables, le problŁme est non convexe et demeure
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di�cile à rØsoudre numØriquement. Dans ce contexte, il n’existe aucune garantie de convergence
vers un minimum global, ce qui limite thØoriquement la robustesse de la mØthode mais aussi de
toute autre mØthode. MŒme si cette approche permet de rØsoudre des problŁmes plus complexes que
lorsque les nonlinØaritØs sont sØparables et de s’a�ranchir de l’inversion de la matrice A T (� )A (� ),
des erreurs d’estimation peuvent en pratique survenir à chaque Øtape du processus, notamment : 1)
lors de l’estimation du paramŁtre � , oø la non-linØaritØ estimØe doit Œtre bijective sur l’ensemble de
dØ�nition considØrØ, 2) lors de l’Øtape de reconstruction de � , qui repose sur la rØsolution d’un pro-
blŁme de recherche de zØros susceptible d’introduire des imprØcisions et en�n 3) lors de l’estimation
du vecteur parcimonieux � oø la solution obtenue peut s’Øloigner de l’optimum globale.

4.3 PrØconditionnement des dictionnaires
Le phØnomŁne de mauvais conditionnement peut Œtre prØsent dans de multiples contextes tels

que les problŁmes de dØmØlange spectral [101] ou d’acquisition comprimØe [107], oø la prØsence de
dictionnaires mal conditionnØs est frØquente. Si l’estimation correcte du vecteur parcimonieux n’est
pas possible dans le cadre linØaire � considØrØ comme le cas le plus simple � elle devient d’autant
plus dØlicate dans le contexte non-linØaire. C’est pourquoi l’Øtude du prØconditionnement est d’abord
menØe dans cette partie dans le cadre linØaire avant d’Œtre Øtendue au cas non-linØaire.

4.3.1 Cas linØaire
Dans cette partie, le modŁle considØrØ ne prend pas en compte de non-linØaritØs, i.e. la fonction

f� est dØ�nie comme Øtant la fonction identitØ. On cherche à rØsoudre le problŁme suivant en prenant
en compte des problŁmes de conditionnement de 	 :

arg min
�
jjy � 	 � jj22 + �jj� jj0; (4.20)

avec y 2 RQ , 	 2 RQ� N D et � 2 RN D le vecteur parcimonieux avec K atomes non nuls.
Un mauvais conditionnement des dictionnaires utilisØs peut altØrer l’estimation du support, et

du vecteur � . Schnass et al. ont introduit dans [108] le concept de dictionary sensing. Il s’agit d’une
modi�cation des algorithmes gloutons tels que les algorithmes MP ou OMP, permettant d’amØliorer
la reprØsentation parcimonieuse d’un signal dans un dictionnaire redondant (i.e. Q < ND). La
propriØtØ à la base de la plupart des thØorŁmes concernant les algorithmes gloutons est la croissance
lente de la cohØrence cumulative, aussi appelØe fonction de Babel �1(K; 	 ), du dictionnaire 	 ,
dØ�nie par :

�1(K; 	 ) = max
i 2 I

max
j J j=K;i 62J

X

j 2 J

jh	 i ; 	 j ij: (4.21)

Cette fonction donne une indication de la proximitØ du dictionnaire à une base orthonormØe.
Les algorithmes gloutons peuvent Œtre formellement dØcomposØs en deux Øtapes : une Øtape de

sensing, oø l’algorithme tente d’identi�er les bons atomes du support, et une Øtape de reconstruction.
L’idØe du dictionary sensing est de modi�er la partie sensing en utilisant un nouveau dictionnaire � à
la place de 	 , permettant d’identi�er plus facilement les bonnes composantes. Cette nouvelle matrice
contient le mŒme nombre d’atomes que la matrice originale, ce qui permet une correspondance terme
à terme entre les deux dictionnaires, tout en o�rant un problŁme bien mieux conditionnØ.

ThØorŁme [108]. Soit y un signal exactementK-parcimonieux dans 	 , i.e. y =
P

i 2 I � i  i avec
le cardinal de I égal àK. Il est possible de récupérer une composante i du vrai support avec la
matrice de sensing� si :

j� i j
jj� jj1

>
1
�

(~�1(K) + ~�1(K � 1)) := �(K; 	 ; � ); (4.22)
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avec

~�1(K; 	 ; � ) := max
i 2 I

max
j J j=K;i 62J

X

j 2 J

jh
i ; 	 j ij; (4.23)

�(	 ; � ) := min
i
jh
i ; 	 i ij: (4.24)

On cherche alors le dictionnaire � solution du problŁme suivant :

~� = arg min
�
�(K; 	 ; � ): (4.25)

Ainsi, le problŁme de recherche d’une matrice de sensing pour un dictionnaire 	 revient à trouver
un dictionnaire ayant une cohØrence cumulative faible. Ce problŁme peut Œtre reformulØ comme la
recherche de la matrice de Gram G = � � 	 la plus proche de la matrice de Gram idØale. Cette
matrice de Gram idØale peut Œtre dØ�nie comme la matrice possØdant des 1 sur la diagonale et des
coe�cients hors diagonale de valeur absolue � =

q
N D � Q

Q (N D � 1) . Elle est obtenue en s’appuyant sur le
thØorŁme suivant :

ThØorŁme cohØrence de dictionnaire [108]. Soit 	 un dictionnaire de ND atomes de dimension
Q. Si K2 < ND � 1 alors :

�1(K) � K

s
ND �Q

Q (ND � 1)
; (4.26)

l'égalité ayant lieu si et seulement si le dictionnaire est une �tight frame� à vecteurs unitaires
équiangulaires, e.g. si le dictionnaire est une généralisation d'une base orthonormale.

On dØ�nit les deux ensembles :
� G := fG = � T 	 ; � 2 RQ� N D g,
� H := fH 2 RN D � N D oø H i;i = 1 et jH i;j j � � 8i 6= jg,

et on peut alors Øcrire le problŁme (4.25) comme :

min
�
jjG � H jjF st G 2 G; H 2 H: (4.27)

Pour rØsoudre ce problŁme, on �xe un nombre d’itØrations, on initialise G = 	 T 	 et à chaque
itØration, on e�ectue :

1. Trouver H 2 H minimisant jjG � H jjF ,

2. Trouver G 2 G minimisant jjG � H jjF .
On rØcupŁre ensuite le dictionnaire de sensing à la derniŁre itØration en e�ectuant l’opØration : � T =
~G	 T . Plus d’informations concernant l’implØmentation de cette mØthode peuvent Œtre trouvØes dans
[108]. On peut �nalement appliquer cette matrice aux algorithmes gloutons tels que l’algorithme
OMP, en modi�ant la partie sensing (la recherche du support). AprŁs avoir e�ectuØ les initialisations
a = 0, r = y et choisi une liste des indices du support I = ;, à chaque itØration, on e�ectue les
opØrations suivantes :

1. Estimation du support en utilisant la matrice � :

i = arg max
j inJ

jh
j ; rij

2. Reconstruction :

I = I [ i; (4.28)

a = 	 I 	 T
I y ; (4.29)

r = y � a: (4.30)
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La mØthode ainsi obtenue permettant d’estimer le vecteur parcimonieux sera notØe OMP_sens.
D’autres mØthodes, basØes sur des techniques de prØconditionnement, ont ØtØ proposØes pour

obtenir de meilleurs rØsultats [107], en particulier dans le contexte de l’acquisition comprimØe. Ces
mØthodes dØ�nissent une matrice de prØconditionnement M 2 RQ� Q , supposØe inversible, telle
que le dictionnaire rØsultant M 	 soit incohØrent. En multipliant les deux membres du problŁme
d’optimisation (4.20) par M , on obtient :

arg min
�
jjMy �M 	 � jj22 + �jj� jj0: (4.31)

Nous proposons une mØthode pour construire la matrice de prØconditionnement, applicable à tout
type de matrice (i.e. Q n’est pas nØcessairement infØrieur à ND), basØe sur la dØcomposition en
valeurs singuliŁres rØduite (RSVD) de 	 :

	 = U r S r V T
r : (4.32)

La RSVD a par exemple ØtØ utilisØe en audio dans [109] notamment a�n de supprimer les distorsions
des signaux. Elle permet une reprØsentation plus compacte et, comparØe à la SVD complŁte, est plus
e�cace en termes de calcul [110]. Dans notre contexte, cette mØthode est Øgalement mieux adaptØe
aux problŁmes d’inversion car mieux conditionnØe. Ainsi, en dØ�nissant la matrice M comme suit :

M = U r [(U r S r )T U r S r ]� 1(U r S r )T ; (4.33)

on remarque que cette matrice peut Œtre appliquØe dans les cas sous-complet (i.e. ND > Q) comme
sur-complet (i.e. Q > ND). De plus, l’inversion est mieux conditionnØe. En�n, en posant � =
M T M 	 , on a :

� T 	 = 	 T M T M 	 ; (4.34)

= V r (U r S r )T (U r S r )[(U r S r )T U r S r ]� 1U T
r U r [(U r S r )T U r S r ]� 1(U r S r )T U r S r V T

r (4.35)

= V r U T
r U r V T

r : (4.36)

On retrouve ainsi une matrice de Gram pour M 	 . Cette mØthode sera notØe OMP_precon . Notons
que, dans le cas de l’utilisation d’un dictionnaire de sensing, comme lors d’un prØconditionnement par
la matrice M , les observations sont multipliØes par un nouveau dictionnaire. Ainsi, si ces observations
sont bruitØes, le bruit peut lui aussi Œtre ampli�Ø, ce qui constitue une limitation importante de ces
approches.

4.3.2 Cas non-linØaire
Lorsqu’il s’agit de transposer les approches prØcØdemment dØveloppØes au cas non-linØaire, en

particulier à la mØthode dØcrite dans (4.31), une adaptation du problŁme s’avŁre nØcessaire. L’uti-
lisation d’un dictionnaire de type sensing, tel que prØsentØ en section 4.3.1, peut Œtre intØgrØe au
sein de l’algorithme EXIPRIM. Cette intØgration consiste à substituer l’algorithme OMP standard
avec pondØration par sa version modi�Øe prenant en compte le dictionnaire de sensing, au sein de
l’algorithme 11, dans lequel la matrice � est supposØe prØalablement calculØe avec la mŒme Øtape
de pondØration.

La seconde approche consiste à prØconditionner le problŁme. Contrairement à la mØthode basØe
sur le dictionnaire de sensing, qui agit uniquement sur le processus de reconstruction sans a�ecter
les observations, le prØconditionnement implique une transformation directe des observations. Plus
prØcisØment, dans le cadre non-linØaire, les observations sont multipliØes par la matrice de prØcon-
ditionnement M , ce qui modi�e le problŁme d’optimisation. Le prØconditionnement revient ainsi à
considØrer un vecteur d’observation modi�Ø, notØ ~y :

arg min
(� ;� )

jj~y � f� � (M 	 � )jj22 + �jj� jj0: (4.37)
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Il s’agit alors de dØterminer un vecteur ~y tel que la rØsolution du problŁme (4.37) soit Øquivalente
au problŁme (4.6) rappelØ ci-dessous :

arg min
(� ;� )
fjjy � f� � (	 � )jj22 + �jj� jj0g:

Ce problŁme consiste à chercher un vecteur � parcimonieux et un vecteur � tels que

y � f� � (	 � ) soit 	 � = f � 1
� � y : (4.38)

En revanche, le problŁme (4.37) consiste à chercher un vecteur � parcimonieux et un vecteur � tels
que :

~y � f� � (M 	 � ): (4.39)

En remplaçant l’expression de 	 � issue de (4.38) dans (4.39), on obtient

~y � f� � (M f � 1
� � y );

ce qui conduite à la recherche de � et de � solutions du problŁme avec prØconditionnement suivant :

arg min
(� ;� )

jjf� � (M f � 1
� � y ) � f� � (M 	 � )jj22 + �jj� jj0: (4.40)

Une limitation importante de cette formulation rØside dans l’inversion de la fonction bijective f� .
Cette inversion peut Œtre e�ectuØe de maniŁre analytique et exacte, ce qui reprØsente le meilleur
scØnario car cela limite les erreurs d’inversion ajoutØes. Elle peut aussi se faire de façon itØrative, via
des mØthodes numØriques (Newton-Raphson, gradient, etc.) lorsque l’inverse analytique est com-
pliquØe à calculer. Toutefois, cette approche est plus coßteuse, peut perturber la convergence de
l’algorithme et entrainer des erreurs.

Cas particulier oø f� est un polynôme d’ordre 1

Lorsque la fonction f� est un polynôme d’ordre 1, on peut Øcrire :

y = f� � (	 � ) , y q = �0 + �1	 T
q � ; 8q 2 1; : : : ; Q; (4.41)

et

~y = f� � (M f � 1
� � y ) , ~y q = �0 + �1

QX

j =1

M q;j 	 j � ; 8q 2 1; : : : ; Q: (4.42)

Si on pose x q = 	 T
q � , comme y q = �0 + �1x q , x q =

y q � � 0

� 1
, si on injecte cette expression dans

(4.42), on obtient :

~y q = �0 + �1

QX

j =1

M q;j 	 j � ; (4.43)

= �0 + �1

QX

j =1

M q;j
y q � �0

�1
; (4.44)

= �0

0

@1�
QX

j =1

M q;j

1

A +
QX

j =1

M q;j y j : (4.45)
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On peut alors rØsoudre le problŁme d’optimisation (4.40) comme suit. Si on pose R(� ; � ) = jj~y �
f� � (M 	 � )jj22 + �jj� jj0, on a :

arg min
(� ;� )

R(� ; � ) = arg min
(� ;� )

jj~y � f� � (M 	 � )jj22 + �jj� jj0; (4.46)

= arg min
(� ;� )

QX

q=1

�
�
�
�
�
�
~y q � �0 � �1

QX

j =1

M q;j 	 j �

�
�
�
�
�
�

2

+ �jj� jj0; (4.47)

= arg min
(� ;� )

QX

q=1

�
�
�
�
�
�
�0

0

@1�
QX

j =1

M q;j

1

A +
QX

j =1

M q;j y j � �0 � �1

QX

j =1

M q;j 	 j �

�
�
�
�
�
�

2

+ �jj� jj0;

(4.48)

= arg min
(� ;� )

QX

q=1

�
�
�
�
�
�

QX

j =1

M q;j y j � �0

QX

j =1

M q;j � �1

QX

j =1

M q;j 	 j �

�
�
�
�
�
�

2

+ �jj� jj0; (4.49)

= arg min
(� ;� )

jjMy �M f� � (	 � )jj22 + �jj� jj0: (4.50)

On peut conclure que pour un polynôme d’ordre 1, rØsoudre le problŁme (4.1) revient à rØsoudre

arg min
�
jjMy �M f� � (	 � )jj22 + �jj� jj0: (4.51)

Cette approximation sera employØe lors de l’initialisation de l’algorithme EXIPRIM prenant en
compte le prØconditionnement et l’inversion de la fonction bijective dans la section 4.5.1. Le prØcon-
ditionnement peut Œtre appliquØ avec la norme ‘0, comme illustrØ prØcØdemment via l’algorithme
OMP, mais Øgalement avec la norme ‘1, associØe dans ce travail à l’algorithme LASSO. Les mØ-
thodes reposant sur le prØconditionnement dans le cas non-linØaire seront dØsignØes respectivement
par OMP_precon_inv et LASSO_precon_inv .

Une derniŁre approche consiste à combiner le prØconditionnement avec le dictionnaire de sensing.
Dans ce cas, la phase de sensing de l’algorithme OMP_sens est modi�Øe en remplaçant la matrice
� par le produit M 	 . Le vecteur a est initialisØ à zØro, le rØsidu r est �xØ à y , et la liste des indices
du support est initialement vide, I = ;. À chaque itØration, les opØrations suivantes sont rØalisØes :

1. Estimation du support en utilisant la matrice � :

i = arg max
j 2 J
jh
j ;M rij:

2. Reconstruction :

I = I [ i; (4.52)

a = 	 I 	 T
I y ; (4.53)

r = y � a: (4.54)

Cette mØthode peut Øgalement Œtre appliquØe avec les algorithmes OMP ou LASSO et sera dØsignØe
respectivement par OMP_precon_LS et LASSO_precon_LS .

4.4 RØsultats numØriques pour des donnØes synthØtiques
Dans cette partie, les donnØes sont synthØtiques et simulØes suivant le modŁle (4.4). Les mØthodes

proposØes sont ØvaluØes sur di�Ørents types de scØnarios a�n d’analyser leur comportement en fonc-
tion des caractØristiques du problŁme inverse. Les rØsultats obtenus concernent quatre variantes :
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EXIPRIM et SVP, chacune combinØe avec une rØgularisation ‘0 ou ‘1. Les scØnarios considØrØs
explorent plusieurs types de non-linØaritØs (sØparables (polynomiales) et non sØparables) dans le
but de comparer les performances des mØthodes selon la structure de la non-linØaritØ. En parallŁle,
plusieurs niveaux de bruit blanc additif gaussien (dØ�nis par le rapport signal sur bruit (SNR)) sont
introduits a�n d’Øtudier la robustesse des di�Ørentes mØthodes. Par ailleurs, di�Ørents dictionnaires
sont considØrØs, notamment des ondelettes de Haar, des bases issues de la SVD d’un ensemble de
gaussiennes, et des ondelettes de Gabor, a�n d’Øtudier à la fois l’impact du choix du dictionnaire et
celui de son conditionnement sur la qualitØ de la reconstruction. Pour chaque con�guration, la ma-
trice X est gØnØrØe alØatoirement suivant une loi normale centrØe rØduite, puis ses coe�cients sont
rendus positifs. Le vecteur � est Øgalement gØnØrØ de maniŁre alØatoire selon une loi gaussienne, sous
contrainte de gØnØrer des non-linØaritØs adaptØes au contexte (bijectives ou non). En�n, le vecteur a
obtenu dØpend des di�Ørents scØnarios. Cette diversitØ de con�gurations permet une Øvaluation com-
parative approfondie des mØthodes, en mettant en lumiŁre les conditions dans lesquelles EXIPRIM
ou SVP o�rent les meilleures performances.

Dans les simulations, le nombre d’observations est �xØ à Q = 30, le vecteur a est de taille
N = 201 et la taille du dictionnaire est ND = 15 1. La valeur initiale du vecteur � est le vecteur
nul. Les algorithmes EXIPRIM� ‘1 (LASSO) nØcessitent de choisir le paramŁtre de rØgularisation
� et le pas t. Cette initialisation dØpend du scØnario considØrØ. Plusieurs valeurs sont testØes et les
rØsultats correspondant aux meilleures performances sont conservØs pour l’analyse. La performance
des mØthodes d’estimation est ØvaluØe en utilisant l’erreur quadratique moyenne pour les 3 critŁres
suivants :

� le rØsidu au niveau du terme d’attache aux donnØes

r =
1
Q

QX

i =1

(y i � f�̂ ([X â]i )2; (4.55)

� l’erreur d’estimation du vecteur cible a = � �

ra =
1
N

NX

i =1

(a i � â i )2; (4.56)

� l’erreur d’estimation des non-linØaritØs

rNL =
1
Q

QX

i =1

(f� (xi ) � f�̂ (xi ))2; x = [min( Xa ); :::;max(Xa )]T : (4.57)

4.4.1 Application à di�Ørentes non-linØaritØs
Dans ce scØnario, il est supposØ que le vecteur � est parcimonieux de cardinalitØ K = 4 . Le

dictionnaire � est construit à partir d’une dØcomposition en valeurs singuliŁres (SVD) d’une matrice
formØe par plusieurs fonctions gaussiennes gØnØrØes avec des moyennes et variances alØatoires. Dans
un premier temps, il est supposØ que les observations ne sont pas bruitØe. Les non-linØaritØs ØtudiØes
dans cette section sont les suivantes :

� f1
� (x) = �2x2 + �1x + �0, � = [1 ;�2;�0:02] - non-linØaritØ non bijective mais sØparable

� f2
� (x) = �2x2 + �1x + �0, � = [0 :5;�0:7;0:5] - non-linØaritØ bijective et sØparable

� f3
� (x) = �3x3 + �2x2 + �1x + �0, � = [1 :10:50:70:5] - non-linØaritØ bijective et sØparable

� f4
� (x) = �5x5 + �4x4�3x3 + �2x2 + �1x+ �0 , � = [2 :5;4;0:5;1:2;3:5;2] - non-linØaritØ bijective
et sØparable

� f5
� (x) = tanh( �1x) + �0x, � = [0 :1;1] - non-linØaritØ bijective et non-sØparable [98]

� f5
� (x) = �1x� 0 , � = [1 :6;200] - non-linØaritØ bijective et non-sØparable. 2

1. Le but Øtant de simuler un scØnario sous-complet proche de celui utilisØ pour les ISRFs
2. Ces non-linØaritØs peuvent provenir par exemple du modŁle SIR (Susceptible Infected Removed) utilisØ en Øpi-

dØmiologie [99]. Aussi, ce modŁle est utilisØ dans la loi de Marshall Parlmer pour l’estimation du taux de prØcipitation
[111].
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Remarquons que pour les non-linØaritØs utilisØes, il existe une indØtermination d’Øchelle due à la
multiplication entre les paramŁtres � par a. Il est donc supposØ que le vecteur a est normalisØ
et que

P N
i =1 a i = 1 . AprŁs application des algorithmes EXIPRIM et SVP, la solution obtenue est

normalisØe.
La �gure 4.1 illustre les rØsultats obtenus en termes de convergence (i.e. erreur en fonction du

nombre d’itØrations). Il apparaît que lorsque la fonction est polynomiale de degrØ P = 2 et non
bijective, les mØthodes considØrØes ne parviennent pas à fournir des estimations satisfaisantes, ce
qui est attendu. Les meilleurs rØsultats sont obtenus avec la mØthode SVP_‘0. Cependant, il est
notable que l’estimation obtenue par SVP_‘0 reste ØloignØe de la solution optimale, ce qui est moins
attendu. Pour les autres cas ØtudiØs, toutes les mØthodes atteignent des erreurs proches de la prØcision
machine, tØmoignant ainsi de leurs bonnes performances. Une autre observation importante concerne
la mØthode SVP_‘1, qui prØsente les performances les plus faibles en termes d’erreur d’estimation.
Cette mØthode s’avŁre Øgalement plus complexe à mettre en ÷uvre en raison de la nØcessitØ d’un
ajustement prØcis des paramŁtres a�n de garantir le bon niveau de parcimonie. En consØquence,
cette mØthode n’est pas retenue pour les expØrimentations ultØrieures.

En�n, en termes de coßt calculatoire, les mØthodes EXIPRIM se rØvŁlent plus rapides (voir Table
4.1), avec un nombre d’itØrations nØcessaires à la convergence nettement rØduit, constituant un avan-
tage supplØmentaire. De plus, les mØthodes EXIPRIM ne requiŁrent aucun rØglage supplØmentaire
pour identi�er correctement le nombre K d’atomes du support alors que les mØthodes SVP sont
plus compliquØes.

Table 4.1 � Temps de simulation pour l’estimation d’un vecteur avec un polynôme de degrØ P = 3
et une cardinalitØ K = 4 selon les quatre mØthodes (EXIPRIM_‘0, EXIPRIM_‘1, SVP_‘0 et
SVP_‘1).

Temps de simulation moyen sur 100 réalisations
EXIPRIM_ `0 1.29
EXIPRIM_ `1 2.48s

SVP_ `0 45.63
SVP_ `1 47.87
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Figure 4.1 � Erreur d’estimation (terme d’attache aux donnØes, vecteur a et non-linØaritØ) en
fonction de la non-linØaritØ considØrØe sans bruit additif.
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Figure 4.2 � Erreur d’estimation (terme d’attache aux donnØes, vecteur a et non-linØaritØ) en
fonction de la non-linØaritØ considØrØe avec un bruit gaussien additif de SNR = 80.

4.4.2 Robustesse au bruit

Dans cette partie, on cherche à Øtudier la robustesse des mØthodes dØveloppØes à la prØsence de
bruit. Le bruit � ajoutØ aux observations est un bruit gaussien additif gØnØrØ avec un rapport signal
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sur bruit (SNR) spØci�Ø, selon la relation suivante :

� =

s

10� SNR=10 jjy jj2
jjn 0jj2

n 0; (4.58)

oø n 0 � N (0;1) est de mŒme dimension que y . Le premier jeu de simulations est celui de la
section 4.4.1 en ajoutant un bruit additif gaussien correspondant à un rapport signal sur bruit
de SNR = 80dB. L’objectif est ici d’analyser l’impact du bruit sur l’estimation des paramŁtres
des di�Ørentes non-linØaritØs. La �gure 4.2 illustre les rØsultats obtenus, qui restent globalement
similaires au cas sans bruit. La mØthode SVP_‘1 fournit des rØsultats plus proches de la solution
optimale que dans le cas sans bruit, mais elle rencontre toujours des di�cultØs à converger vers cette
solution. En e�et, elle se rØvŁle moins performante que les trois autres mØthodes, que ce soit en termes
de minimisation de la fonction objective, d’estimation de la non-linØaritØ ou de reconstruction du
vecteur d’intØrŒt a. Cette limitation peut s’expliquer par l’utilisation de l’opØrateur de seuillage
doux (soft-thresholding), ainsi que par une forte sensibilitØ aux paramŁtres � et t, dont le rØglage
s’avŁre particuliŁrement dØlicat dans ce contexte. En consØquence, cette mØthode ne sera pas retenue
dans la suite de l’Øtude.

Le second jeu de donnØes considŁre la non-linØaritØ polynomiale de degrØ P = 3 dØ�nie prØ-
cØdemment. Une campagne de simulations est menØe sur 100 rØalisations indØpendantes, chacune
correspondant à un vecteur � di�Ørent, un support gØnØrØ alØatoirement, ainsi qu’un Øchantillon
bruitØ distinct. L’objectif de cette Øtude est double : analyser l’impact de la prØsence de bruit sur
l’erreur de reconstruction, et Øvaluer l’in�uence de la cardinalitØ du support sur les performances
des trois mØthodes considØrØes prØcØdemment. Le bruit � ajoutØ aux observations est le mŒme bruit
gaussien additif que celui ØtudiØ prØcØdemment. La �gure 4.3 prØsente les rØsultats obtenus pour
100 rØalisations, en fonction de la cardinalitØ K du vecteur solution, avec un niveau de bruit �xØ
à SNR = 80dB. Il apparaît que la mØthode EXIPRIM fournit une estimation prØcise tant que la
cardinalitØ reste infØrieure ou Øgale à K = 4 . Toutefois, lorsque la cardinalitØ augmente, la prØci-
sion de l’estimation dØcroît, rendant la reconstruction plus di�cile. En ce qui concerne la mØthode
SVP, les performances sont plus variables : selon les rØalisations, des erreurs plus importantes sont
observØes, et la probabilitØ d’obtenir une estimation exacte du support diminue signi�cativement
à mesure que K augmente. La �gure 4.3 montre que les mØthodes de type SVP commettent plus
frØquemment des erreurs, mŒme pour des cardinalitØs modØrØes (K = 2 à K = 4 ), tandis que les
approches basØes sur EXPRIM conservent de trŁs bonnes performances, en moyenne, mŒme pour
des cardinalitØs plus ØlevØes, bien qu’elles ne soient pas optimales dans tous les cas. La �gure 4.4
montre une analyse plus globale, dans laquelle à la fois la cardinalitØ K et le niveau de bruit (SNR)
varient. Les rØsultats a�chØs correspondent à la moyenne des erreurs calculØes sur les 100 rØalisa-
tions prØcØdentes, pour chaque couple (K;SNR). Les trois �gures du haut reprØsentent l’Øvolution
de l’erreur de reconstruction pour une cardinalitØ �xØe à K = 4 lorsque le SNR augmente. Comme
attendu, une amØlioration progressive des performances est observØe à mesure que le bruit diminue.
Des erreurs trŁs ØlevØes sont notamment constatØes pour un SNR de 10dB. Il est intØressant de no-
ter que la mØthode SVP semble plus robuste dans les rØgimes fortement bruitØs. Toutefois, à partir
d’un SNR de 30dB, les mØthodes EXIPRIM reprennent l’avantage, en particulier celle basØe sur la
minimisation de la norme ‘0, qui fournit les meilleurs rØsultats en termes de prØcision.

L’analyse de la sensibilitØ au bruit est Øgalement menØe dans le cadre de l’Øtude comparative des
di�Ørents dictionnaires (voir section 4.4.4 et tableau 4.2).
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Figure 4.3 � Erreur d’estimation (terme d’attache aux donnØes, vecteur a et non-linØaritØ) en
fonction de la rØalisation et de la cardinalitØ pour un SNR �xØ à 80 dB et la non-linØaritØ polynomiale
de degrØ P = 3 .
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Figure 4.4 � Moyenne des erreurs d’estimation (terme d’attache aux donnØes, vecteur a et non-
linØaritØ) en fonction du bruit (SNR en haut) et en fonction du couple bruit et cardinalitØs (K/SNR
en bas) pour la non-linØaritØ polynomiale de degrØ P = 3 et avec K=4.

4.4.3 SensibilitØ aux hyperparamŁtres

On considŁre à prØsent un niveau de bruit de SNR = 80dB, une cardinalitØ pour le support de
K = 4 , le dictionnaire introduit prØcØdemment basØ sur la SVD et la non-linØaritØ est polynomiale
de degrØ P = 3 . L’objectif est d’analyser la sensibilitØ de la mØthode EXIPRIM, pour les deux types
de rØgularisation ‘0 et ‘1 en fonction du nombre d’observations Q et de la taille du dictionnaire
ND. Les rØsultats sont illustrØs dans la �gure 4.5. Ils montrent que, pour les deux rØgularisations,
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les performances s’amØliorent avec l’augmentation du nombre d’observations Q. Ce comportement
est attendu, car avoir davantage d’observations permet de mieux contraindre le problŁme inverse,
en renforçant la stabilitØ de l’estimation. Par ailleurs, à nombre d’observations �xØ (par exemple
Q = 60), on observe qu’une rØduction de la taille ND du dictionnaire conduit Øgalement à une
amØlioration des performances. Ce phØnomŁne s’explique par la nature du problŁme : lorsque ND �
Q, le dictionnaire est sous-complet, ce qui signi�e que le systŁme linØaire associØ est (au moins
localement) bien contraint, et donc plus facile à inverser. Au contraire, dans le cas sur-complet
ND > Q, le systŁme est sous-dØterminØ, ce qui peut rendre l’estimation plus compliquØe, plus sensible
au bruit et à l’approximation du support, surtout lorsque le dictionnaire n’est pas bien conditionnØ.
Ce comportement met en lumiŁre un compromis important dans la conception du dictionnaire :
bien qu’un dictionnaire sur-complet puisse thØoriquement mieux reprØsenter les signaux (meilleure
expressivitØ), cela se fait au prix d’une augmentation de la di�cultØ de reconstruction, notamment
en contexte bruitØ ou lorsque le nombre d’observations est limitØ. Finalement, on constate que la
rØgularisation ‘0 conduit globalement aux meilleures performances, con�rmant son e�cacitØ dans
un cadre non-linØaire et parcimonieux.

Figure 4.5 � Moyenne des erreurs d’estimation (terme d’attache aux donnØes, vecteur a et non-
linØaritØ) pour un niveau de bruit de SNR = 80dB en fonction du couple nombre d’observations et
taille de dictionnaire (Q/ND).

4.4.4 Utilisation de di�Ørents dictionnaires

Plusieurs dictionnaires ont ØtØ construits a�n d’Øvaluer l’impact de leur choix sur la qualitØ
de l’estimation. Les rØsultats obtenus prØcØdemment avec le dictionnaire SVD ont ØtØ comparØs à
ceux issus de deux autres dictionnaires, à savoir les dictionnaires de Haar et de Gabor. Le tableau
4.2 prØsente les performances d’estimation pour les trois mØthodes EXIPRIM_‘0, EXIPRIM_‘1
et SVP_‘0, ØvaluØes sur 100 rØalisations moyennØes, et pour plusieurs niveaux de SNR. Les rØsul-
tats montrent que, quelle que soit la mØthode utilisØe, les performances de la mØthode SVP restent
globalement infØrieures, indØpendamment du dictionnaire choisi. Par ailleurs, comme observØ prØcØ-
demment, l’erreur d’estimation tend à augmenter avec la diminution du SNR, mais reste comparable
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entre les dictionnaires SVD et Haar. En revanche, le dictionnaire Gabor engendre des erreurs plus
importantes pour toutes les mØthodes, ce qui peut s’expliquer par un conditionnement dØfavorable.
En e�et, le conditionnement des dictionnaires joue un rôle clØ dans la qualitØ de la reconstruction. Le
produit X � , oø � est le dictionnaire, peut a�ecter le conditionnement global du systŁme. Selon la
gØnØration alØatoire du support et les atomes sØlectionnØs, il peut devenir plus di�cile de retrouver
le support correct, notamment lorsque le dictionnaire Gabor est utilisØ. Ce phØnomŁne peut alors
expliquer les erreurs accrues observØes dans ce cas.

Table 4.2 � Erreur d’estimation (terme d’attache aux donnØes, r, vecteur a, ra , et non-linØaritØ,
rNL ) en fonction du bruit et en utilisant trois dictionnaires di�Ørents (SVD, Haar, Gabor) pour
chaque mØthode ( EXIPRIM(E)-‘0, EXIPRIM(E)-‘1 et SVP (V)-‘0) et une cardinalitØ �xØe à K=4
et une non-linØaritØ polynomiale de degrØ P = 3 .

log10 SVD Haar Gabor
(E)- `0 (E)- `1 (V)- `0 (E)- `0 (E)- `1 (V)- `0 (E)- `0 (E)- `1 (V)- `0

r -29.851 -29.8324 -2.3905 -29.917 -6.924 -4.4206-3.8907 -4.0945 -2.705
sans bruit r a -33.344 -33.2669 -2.3282-33.2102 -9.5078 -6.5478-6.2874 -6.4542 -0.62686

r NL -30.2578 -30.2082 -2.0462-29.4468 -7.3366 -4.693 -4.0829 -4.3187 -2.4574
r -7.7649 -7.7641 -2.0668 -7.765 -6.2936 -4.3647-3.9201 -4.0943 -2.558

SNR=80dB r a -11.2256 -11.2281 -2.0231-11.2011 -8.6928 -6.5493 -6.31 -6.4538 -1.0227
r NL -8.42 -8.4138 -1.7255 -8.5021 -7.201 -4.8932-4.0877 -4.3179 -2.3516

r -3.7668 -3.7298 -2.0121 -3.78 -3.7578 -3.6145-3.5328 -3.6118 -2.4797
SNR=40dB r a -7.0148 -6.8298 -1.6572 -6.8308 -6.8174 -6.2284-6.2266 -6.2551 0.78241

r NL -4.387 -4.3756 -1.6809 -4.4939 -4.4512 -4.3033-3.9368 -4.0564 -2.3021

Table 4.3 � Taux de rØcupØration du support en fonction du dictionnaire choisi dans le cas linØaire
et non-linØaire avec un polynôme de degrØ P = 3 en abscence de bruit.

Cas linéaire Cas non-linéaire
SVD 100% 100%
Haar 100% 100%

Gabor 65% 64%

4.4.5 Conclusion sur les donnØes synthØtiques
Dans cette partie, nous avons appliquØ les quatre mØthodes ØtudiØes à des donnØes synthØtiques

a�n d’Øvaluer leur applicabilitØ et leur robustesse dans divers contextes : forme de la non-linØaritØ,
prØsence de bruit, taille du support, sensibilitØ aux paramŁtres (notamment la taille du dictionnaire
et le nombre d’observations), ainsi que structure du dictionnaire. Il en ressort que les mØthodes
EXIPRIM o�rent globalement les meilleures performances dans l’ensemble des con�gurations tes-
tØes. Toutefois, la mØthode SVP avec rØgularisation ‘0 se distingue en donnant de meilleurs rØsultats
en prØsence de bruit plus important. En�n, il apparaît clairement que le bon conditionnement du
dictionnaire est un facteur dØterminant. En e�et, lorsqu’il existe dØjà des di�cultØs à estimer cor-
rectement le support dans le cas linØaire, ces problŁmes se rØpercutent sur l’estimation du vecteur
parcimonieux � dans le cas non-linØaire. Cela souligne l’importance d’utiliser des dictionnaires bien
structurØs pour garantir des performances satisfaisantes dans des scØnarios rØels. La partie suivante
consiste à appliquer ces mØthodes à des contextes d’application rØels, tels que les problŁmes de dØmØ-
lange spectral ou d’estimation des fonctions de rØponse spectrale. Le problŁme du conditionnement
des dictionnaires joue ici un rôle crucial, en particulier dans le cadre du dØmØlange spectral. En
e�et, les atomes des dictionnaires correspondent aux spectres des di�Ørents minØraux prØsents à la
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surface de la Terre, lesquels peuvent prØsenter des similaritØs marquØes. Cette forte ressemblance
entre spectres entraîne une cohØrence ØlevØe du dictionnaire, ce qui complique signi�cativement la
sØparation des composantes spectrales.

4.5 DonnØes rØelles
Dans cette section, les mØthodes proposØes sont appliquØes à deux cas d’usage concrets : le

dØmØlange d’images hyperspectrales et l’estimation des fonctions de rØponse spectrale (ISRFs) pour
l’instrument MicroCarb. Pour chacun de ces cas, une analyse du conditionnement est d’abord rØalisØe
dans le cas linØaire, a�n d’Øvaluer l’in�uence de la structure du dictionnaire et des paramŁtres du
modŁle sur les performances des di�Ørentes approches. Sur la base des observations issues de cette
Øtude linØaire, les mØthodes les plus prometteuses sont ensuite sØlectionnØes et appliquØes au cas
non-linØaire, permettant ainsi de valider leur robustesse et leur capacitØ à s’adapter à des modŁles
plus complexes.

4.5.1 DØmØlange spectral

Le dØmØlange spectral vise à estimer les abondances fractionnaires des signatures spectrales
pures, appelØes endmembers, prØsentes dans chaque pixel d’une image hyperspectrale. Dans le cas
non-linØaire, le modŁle utilisØ ici est dØ�ni à l’Øquation 4.4 i.e.

y = f� � (	 � ) + � ;

avec
	 , X � 2 RQ� N D :

Dans ce contexte, 	 est une matrice contenant les signatures spectrales des matØriaux (la matrice X
est dØ�nie Øtant l’identitØ) et � est un vecteur parcimonieux que l’on cherche à estimer contenant les
abondances de ces matØriaux avec �i � 0. Certains modŁles considŁrent

P
i =1 �i = 1 (contrainte de

somme à un), d’autres considŁrent les contraintes de positivitØ uniquement. L’identi�cation de ces
abondances est particuliŁrement di�cile en raison de la rØsolution spatiale insu�sante des capteurs.
De nombreuses mØthodes de dØmØlange spectral ont ØtØ proposØes dans la littØrature. Di�Ørentes
approches sont ØtudiØes dans la revue [112], qui couvre principalement les modŁles linØaires de mØ-
lange et introduit Øgalement des extensions vers des cas de dØmØlange non-linØaires, en dØ�nissant
di�Ørents types d’inversions, qu’elles soient statistiques ou empiriques. Dans [101], le problŁme de
dØmØlange suppose que les signatures spectrales observØes peuvent Œtre exprimØes comme une com-
binaison linØaire parcimonieuse d’un certain nombre de signatures spectrales pures connues a priori,
i.e. regroupØes dans un dictionnaire spectral. Les abondances sont supposØes positives et leur somme
Øgale à 1. Notons que les algorithmes dØveloppØs ne prennent en compte aucune contrainte explicite
sur la solution. Par consØquent, à l’issue de l’estimation, les abondances obtenues sont normalisØes
de maniŁre à ce que leur somme soit Øgale à 1.

Di�Ørentes formes de non-linØaritØs ont ØtØ ØtudiØes dans la littØrature pour e�ectuer un dØ-
mØlange non-linØaire d’images hyperspectrales. Elles peuvent notamment Œtre de type bilinØaire,
correspondant à des interactions croisØes entre les abondances spectrales. Ainsi, dans [113], un mo-
dŁle bilinØaire gØnØralisØ a ØtØ introduit a�n de modØliser ces non-linØaritØs et la rØsolution s’appuie
sur une approche bayØsienne hiØrarchique � mais sans introduire de parcimonie. Dans [114], la
parcimonie est introduite dans le cadre du modŁle bilinØaire, en appliquant un algorithme de type
ADMM robuste au bruit dans un contexte linØaire. Une revue des modŁles et algorithmes pour le
dØmØlange non-linØaire a ØtØ proposØe dans [115]. Celle-ci prØsente non seulement des modŁles bili-
nØaires, mais Øgalement des approches plus gØnØrales basØes sur des modŁles physiques. Ces derniers
peuvent reposer sur une formulation duale composØe de deux termes : un linØaire et un non-linØaire,
mais aussi proposer de linØariser le problŁme autour de la non-linØaritØ, puis de le rØsoudre via
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l’algorithme Fully Constrained Least Squares (FCLS) [116]. Cet article prØsente aussi un autre mo-
dŁle d’approximation pour reprØsenter une large classe de non-linØaritØs en utilisant une fonction
de mØlange dØ�nie par un polynôme du second ordre, et paramØtrØe par un unique coe�cient. Ce
modŁle, quali�Ø de modŁle de mØlange post non-linØaire, a notamment ØtØ introduit dans [96], oø la
non-linØaritØ est appliquØe sØparØment à chaque composante de y , sous la forme :

fb(x) = x + bx2 (4.59)

oø x est un rØel positif et b est un paramŁtre à estimer. Les rØsultats prØsentØs dans [96] montrent
que les algorithmes des moindres carrØs produisent des rØsultats similaires à ceux obtenus par des
approches bayØsiennes, tout en rØduisant considØrablement le coßt calculatoire dans le cadre d’un
dØmØlange spectral non-linØaire d’images hyperspectrales. Notons que pour ces modŁles, la solution
est initialisØe en utilisant l’algorithme FCLS. Cette mØthode sera utilisØe dans les expØriences sui-
vantes et sera dØsignØe sous le nom de �ModŁle PNL" pour modŁle post non-linØaire. Par ailleurs,
pour les expØriences rØalisØes dans le cas non-linØaire, la non-linØaritØ dØ�nie dans l’Øquation (4.59)
sera utilisØe.

Pour les deux cas de dØmØlange (linØaire ou non-linØaire), trois types de dictionnaires 	 sont
utilisØs. Ils sont issus de bases de donnØes rØelles Mo�ett, Cuprite et USGS. Ces dictionnaires se dis-
tinguent par leur taille, leur structure et leur conditionnement, des facteurs qui in�uencent fortement
les performances des mØthodes d’estimation. Le dictionnaire Mo�ett, rØcupØrØ de [96], contient trois
signatures spectrales de longueur Q = 189, correspondant à des matØriaux prØsents dans la scŁne
hyperspectrale associØe. Tous les atomes de ce dictionnaire Øtant utilisØs pour reconstruire les obser-
vations, ce cas ne constitue pas un vØritable problŁme parcimonieux. Par consØquent, le dictionnaire
Mo�ett ne sera pas considØrØ dans l’analyse du conditionnement dans le cas linØaire. Le dictionnaire
Cuprite, aussi rØcupØrØ dans [96], est construit à partir des donnØes hyperspectrales de la scŁne
de Cuprite (Nevada, USA), issues de la base AVIRIS. Cette scŁne est une rØfØrence classique dans
les Øtudes de dØmØlange en raison de sa richesse minØralogique et de la qualitØ de ses mesures. Le
dictionnaire est composØ de ND = 15 signatures spectrales de taille Q = 189. Il est dit sous-complet,
car le nombre d’atomes est infØrieur à la dimension spectrale (ND < Q). Toutefois, il prØsente un
mauvais conditionnement, ce qui complique la dØtection du support correct, en particulier dans les
cas non-linØaires. En�n, le dictionnaire USGS est extrait de la base spectrale de la United States
Geological Survey, couramment utilisØe comme rØfØrence dans les Øtudes de dØmØlange [117]. Il com-
prend ND = 498 signatures spectrales, chacune de taille Q = 189. Ce dictionnaire est sur-complet,
c’est-à-dire qu’il contient plus d’atomes que la dimension de l’espace d’observation (ND > Q). Cette
redondance permet une reprØsentation parcimonieuse du signal, mais elle entraîne une non-unicitØ
des solutions. En prØsence de bruit ou de fortes corrØlations entre colonnes, cela rend la sØlection
correcte du support plus di�cile. De plus, ce dictionnaire est Øgalement mal conditionnØ, en raison
de fortes similaritØs entre certaines signatures spectrales, ce qui aggrave encore le problŁme. Ainsi,
ces trois cas illustrent di�Ørents scØnarios rencontrØs en dØmØlange spectral : du cas simple non par-
cimonieux (Mo�ett) (qui suppose que le support est connu), au cas sous-complet et mal conditionnØ
(Cuprite), jusqu’au cas sur-complet, redondant et mal conditionnØ (USGS). Chacun pose des dØ�s
spØci�ques pour l’identi�cation �able du support, que ce soit dans un cadre linØaire ou non-linØaire.

DØmØlange linØaire

Dans le cas linØaire, on suppose que la fonction f� est la fonction identitØ. Dans les simulations
utilisØes dans cette section, 1000rØalisations indØpendantes ont ØtØ gØnØrØes, chacune correspondant
à un support parcimonieux alØatoire et on cherche à rØsoudre le problŁme linØaire dans le cas des
dictionnaires Cuprite et USGS. Les rØsultats obtenus avec les deux dictionnaires sont prØsentØs
dans la �gure 4.6. Ils mettent en Øvidence l’in�uence du conditionnement du dictionnaire sur la
capacitØ de l’algorithme OMP à identi�er correctement le support du vecteur parcimonieux. On
remarque que par rapport aux rØsultats obtenus avec le dictionnaire crØØ à partir de distributions
gaussiennes de [108], les deux dictionnaires semblent Œtre trŁs mal conditionnØs et ne permettent
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jamais de retrouver le bon support mŒme pour une faible cardinalitØ. De maniŁre gØnØrale, les
rØsultats obtenus montrent qu’il peut Œtre di�cile de rØcupØrer un support parcimonieux, dans
un cadre sur-complet ou sous-complet, lorsque le dictionnaire est mal conditionnØ. Par consØquent,
l’utilisation de l’algorithme OMP dans un tel contexte nØcessite des prØcautions particuliŁres. Notons
par ailleurs qu’un Øchec de la rØcupØration dans le cas linØaire � considØrØ comme le cas le plus
favorable � implique inØvitablement des di�cultØs accrues dans le cas non-linØaire, oø les e�ets du
mauvais conditionnement sont ampli�Øs. Il est donc nØcessaire de prØconditionner les dictionnaires.

Figure 4.6 � A�chage du conditionnement des deux dictionnaires (Cuprite et USGS) et taux de
rØcupØration du support en fonction de la cardinalitØ K.

Les mØthodes de correction, en particulier le prØconditionnement et l’utilisation de dictionnaires de
type sensing, sont appliquØes aux deux dictionnaires considØrØs, dans le cas linØaire. Les mØthodes
OMP_sens 3 et OMP_precon sont comparØes à la mØthode OMP standard, ainsi qu’à la version
d’OMP avec critŁre d’arrŒt basØ sur le rØsidu, notØe OMP_eps. Cet algorithme OMP_eps s’arrŒte
lorsque l’erreur sur le rØsidu devient infØrieure à un certain seuil. Ensuite, les K atomes associØs aux
coe�cients de plus grande amplitude sont conservØs, tandis que les autres sont mis à zØro. L’impact
du bruit a ØtØ analysØ pour trois niveaux de rapport signal sur bruit (SNR = 80 dB, 60 dB, et 40
dB). Les mØtriques utilisØes sont celles introduites dans la section 4.4 : erreur sur le terme d’attache
aux donnØes, erreur sur l’estimation de a, et erreur sur l’estimation des non-linØaritØs, ainsi que
le taux de rØcupØration du support, mesurØ comme la proportion de fois oø le support exact est
retrouvØ parmi l’ensemble des essais. Les rØsultats obtenus à l’aide de ces di�Ørentes approches
sont synthØtisØs dans la �gure 4.7. Les principales conclusions issues de cette Øtude sont prØsentØes
ci-dessous :

� Pour le dictionnaire Cuprite, on observe des Øcarts notables entre les di�Ørentes mØthodes.
L’utilisation d’un dictionnaire de type sensing permet une amØlioration visible des perfor-
mances, mais cet avantage diminue rapidement lorsque la cardinalitØ K augmente. La mØ-
thode OMP avec critŁre d’arrŒt basØ sur l’erreur de reconstruction notØe OMP_eps apporte
Øgalement une amØlioration, mais les meilleurs rØsultats sont obtenus avec la mØthode de
prØconditionnement.

� Dans le cas du dictionnaire USGS, qui est particuliŁrement mal conditionnØ, l’utilisation d’un
dictionnaire sensing permet d’obtenir de meilleures performances que la mØthode OMP_eps.
Toutefois, cette amØlioration reste trŁs sensible à l’augmentation de la cardinalitØ K, entraî-
nant une dØgradation rapide des rØsultats. À l’inverse, la mØthode de prØconditionnement
s’avŁre la plus robuste sur l’ensemble des tests, montrant une meilleure rØsistance au mauvais
conditionnement du dictionnaire.

� L’introduction du bruit dØgrade rapidement les performances des mØthodes, en particulier
pour des faibles valeurs de la cardinalitØ K. On observe qu’à partir de K = 1 ou K = 2 ,
certaines mØthodes Øchouent systØmatiquement à identi�er le bon support, mŒme dans des
conditions de bruit modØrØ. Cette observation souligne la sensibilitØ au bruit des algorithmes

3. Notons que la mØthode OMP_sens a ØtØ adaptØe a�n de pouvoir Œtre utilisØe dans le cas sous-complet.
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de sØlection de support, en particulier dans les contextes oø le conditionnement du diction-
naire est dØjà dØfavorable. En prØsence de bruit, les mØthodes prØcØdemment proposØes avec
l’algorithme OMP prØsentent encore des marges d’amØlioration.

Figure 4.7 � Taux de rØcupØration du support en fonction de la cardinalitØ K pour les dictionnaires
Cuprite (haut) et USGS (bas) en fonction du bruit (abscence de bruit, SNR=80dB, SNR=60dB,
SNR=40dB).

L’algorithme OMP est un algorithme glouton qui, bien qu’e�cace et simple à mettre en ÷uvre, ne
garantit pas l’obtention de la solution optimale. D’autres approches auraient pu Œtre envisagØes,
notamment les relaxations convexes de type LASSO, dØjà prØsentØes dans les chapitres prØcØdents.
Toutefois, mŒme avec ces relaxations, les performances peuvent rester limitØes lorsque les diction-
naires sont mal conditionnØs, les rØsultats restant alors fortement liØs aux propriØtØs d’incohØrence
du dictionnaire utilisØ. Par ailleurs, des mØthodes de rØsolution approchØe basØes sur des mØtaheu-
ristiques ont Øgalement ØtØ ØtudiØes pour traiter des problŁmes NP-complets. Un exemple notable
est celui du recuit simulØ [118], une mØtaheuristique d’optimisation globale inspirØe d’un phØnomŁne
physique : le recuit des matØriaux. Il s’agit une mØtaheuristique d’optimisation globale, inspirØe d’un
phØnomŁne physique : le recuit des matØriaux. En mØtallurgie, ce procØdØ consiste à chau�er un
solide à trŁs haute tempØrature, puis à le refroidir progressivement. L’objectif est d’atteindre un
Øtat stable oø les atomes sont parfaitement organisØs. Dans l’algorithme du recuit simulØ, chaque
Øtat du systŁme reprØsente une con�guration possible, et la fonction à minimiser est assimilØe à
l’Ønergie du solide. Le recuit simulØ s’inspire des algorithmes de Monte Carlo, plus prØcisØment de
l’algorithme de Metropolis, qui permet d’explorer e�cacement les minima locaux d’une fonction de
coßt. Contrairement à une recherche locale classique, qui permet de dØterminer des optima locaux, le
recuit simulØ accepte parfois une dØgradation temporaire de la solution pour mieux explorer l’espace
de recherche. Plus concrŁtement, le principe de l’algorithme du recuit simulØ est rØsumØ ci-dessous :

� Un Øtat initial � i est gØnØrØ avec une Ønergie Ei , puis un Øtat voisin � j avec une Ønergie Ej

� Si Ej < Ei , la nouvelle solution est acceptØe
� Si Ej > Ei , elle est acceptØe avec une probabilitØ obtenue par le critŁre de Metropolis :

P = exp
�
�
Ej � Ei

kB T

�
; (4.60)

oø T est la tempØrature et kB la constante de Boltzmann.
Ce mØcanisme permet au systŁme d’Øviter les piŁges des minima locaux et d’approcher le minimum
global de la fonction objectif. Pour appliquer cette mØthode au problŁme de dØmØlange hyperspectral,
on peut se �xer une cardinalitØ K, choisir une solution initiale � 0 de maniŁre alØatoire et gØnØrer un
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voisinage en remplaçant un atome sØlectionnØ par un nouveau. La valeur des coe�cients est ensuite
obtenue avec la mØthode des moindres carrØs. Les rØsultats obtenus sont prØsentØs dans les �gures
4.8 et 4.9 pour les deux jeux de donnØes (Cuprite et USGS) ainsi que pour 3 niveaux de bruit.
Les rØsultats montrent une amØlioration sensible, tant au niveau de la rØcupØration du support
que de l’erreur liØe au terme d’attache aux donnØes, par rapport aux mØthodes prØcØdemment
utilisØes. Toutefois, l’inconvØnient majeur de cette mØthode est le temps de simulation qui augmente
drastiquement en fonction du nombre d’atomes utilisØs. Cet aspect peut en e�et Œtre trŁs limitant
dans certaines applications. Il ne sera pas considØrØ dans la suite pour cette raison.

Figure 4.8 � Taux de rØcupØration du support en fonction de la cardinalitØ K (haut), erreur
sur le terme d’attache aux donnØes (milieu) et temps de simulation par rØalisation (bas) pour le
dictionnaire Cuprite en fonction du bruit (SNR=80dB, SNR=60dB, SNR=40dB) avec ajout du
recuit simulØ.
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Figure 4.9 � Taux de rØcupØration du support en fonction de la cardinalitØ K (haut), erreur sur le
terme d’attache aux donnØes (milieu) et temps de simulation par rØalisation (bas) pour le dictionnaire
USGS en fonction du bruit (SNR=80dB, SNR=60dB, SNR=40dB) avec ajout du recuit simulØ.
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DØmØlange non-linØaire

Dans le cas d’un dØmØlange non-linØaire, les trois dictionnaires dØ�nis dans la section 4.5.1
sont utilisØs. La non-linØaritØ considØrØe, introduite dans [96], est rappelØe dans l’Øquation (4.59).
Pour chacun des dictionnaires, une image de taille 25� 25 pixels a ØtØ gØnØrØe, en faisant varier
le paramŁtre à estimer b entre 0 et 10. Pour chaque valeur de b, 25 rØalisations di�Ørentes ont ØtØ
produites, avec des abondances variant alØatoirement d’une rØalisation à l’autre.
DonnØes Mo�ett. Nous analysons tout d’abord les rØsultats obtenus à partir des donnØes issues de
l’image hyperspectrale Mo�ett. Pour ce jeu de donnØes, rappelons que le support est supposØ connu
et que l’on cherche à estimer K = 3 abondances. Par consØquent, aucun prØconditionnement ne sera
utilisØ, et l’estimation des trois coe�cients au niveau de l’algorithme EXIPRIM sera rØalisØe via une
mØthode des moindres carrØs et non pas en utilisant la reprØsentation parcimonieuse. Les rØsultats
sont prØsentØs pour les deux mØthodes (littØrature [96] et EXIPRIM) dans les �gures 4.10, 4.11 et
4.12, en fonction du niveau de bruit, respectivement sans bruit, à SNR = 80dB et à SNR = 60dB.
Ces rØsultats portent sur trois critŁres : le terme d’attache aux donnØes, l’erreur d’estimation des
abondances a, ainsi que l’erreur d’estimation des non-linØaritØs. Sur ces �gures, la premiŁre ligne
prØsente l’erreur moyenne, calculØe sur l’ensemble des rØalisations, en fonction du paramŁtre b.
Les deux lignes suivantes illustrent, pour chaque rØalisation individuelle, l’Øvolution de l’erreur en
fonction de b pour la mØthode de la littØrature [96] et pour la mØthode EXIPRIM ØtudiØe dans cette
thŁse. Les rØsultats montrent qu’en l’absence de bruit, la mØthode EXIPRIM o�re de meilleures
performances sur l’ensemble des trois critŁres. Pour les deux mØthodes, les rØsultats se dØgradent
lorsque la valeur du paramŁtre b augmente, impactant particuliŁrement l’erreur d’estimation de la
non-linØaritØ. Par ailleurs, certaines rØalisations prØsentent des erreurs plus marquØes que d’autres,
ce qui peut s’expliquer soit par la variabilitØ des abondances, soit par une convergence plus lente
de l’algorithme, ou encore par une convergence vers un optimum local. Lorsque le niveau de bruit
atteint SNR = 60dB, les performances des deux mØthodes deviennent alors comparables.
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Figure 4.10 � Erreur d’estimation dans le cas non-linØaire pour les donnØes Mo�ett au niveau
du terme d’attaches aux donnØes, de l’erreur d’estimation de a et de la non-linØaritØ en moyenne
pour chaque valeur de b (haut), et par rØalisation (deux lignes sur bas) en utilisant [96] (milieu) et
EXIPRIM (bas) dans le cas sans bruit.
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Figure 4.11 � Erreur d’estimation dans le cas non-linØaire pour les donnØes Mo�ett au niveau
du terme d’attaches aux donnØes, de l’erreur d’estimation de a et de la non-linØaritØ en moyenne
pour chaque valeur de b (haut), et par rØalisation (deux lignes sur bas) en utilisant [96] (milieu) et
EXIPRIM (bas) en prØsence de bruit (SNR = 80dB).
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Figure 4.12 � Erreur d’estimation dans le cas non-linØaire pour les donnØes Mo�ett au niveau
du terme d’attaches aux donnØes, de l’erreur d’estimation de a et de la non-linØaritØ en moyenne
pour chaque valeur de b (haut), et par rØalisation (deux lignes sur bas) en utilisant [96] (milieu) et
EXIPRIM (bas) en prØsence de bruit (SNR = 60dB).

DonnØes Cuprite. Nous analysons à prØsent les rØsultats obtenus à partir des donnØes issues de
l’image hyperspectrale Cuprite. Pour ce jeu de donnØes, le support n’est pas supposØ connu mais
reste identique pour toutes les rØalisations : seule la valeur des abondances varie. Le dictionnaire
comporte ND = 15 ØlØments, et on suppose que le nombre d’abondances par pixel est connu, soit
K = 5 . L’objectif est d’Øvaluer les performances des mØthodes proposØes lorsque les abondances
varient mais avec un support �xe. Les rØsultats sont exposØs dans les �gures 4.13, 4.14 et 4.15 pour
di�Ørents niveaux de bruit (respectivement sans bruit, SNR = 80dB, et SNR = 60dB). Ces rØsultats
portent sur trois critŁres : le terme d’attache aux donnØes, l’erreur d’estimation des abondances a,
ainsi que l’erreur d’estimation des non-linØaritØs. Sur ces �gures, la premiŁre ligne prØsente l’erreur
moyenne, calculØe sur l’ensemble des rØalisations, en fonction du paramŁtre b. Les deux lignes sui-
vantes montrent, pour chaque rØalisation individuelle, l’Øvolution de l’erreur en fonction de b pour la
mØthode de la littØrature [96] ainsi que pour la mØthode basØe sur EXIPRIM donnant les meilleurs
rØsultats en termes d’estimation (ici OMP_precon_inv pour les trois �gures). En�n, la �gure 4.16
illustre le taux de rØcupØration du support en fonction de la valeur de b, ainsi que le temps de calcul
associØ à chacune des mØthodes.

Les rØsultats montrent qu’en l’absence de bruit, trois mØthodes basØes sur EXIPRIM o�rent
de meilleures performances sur l’ensemble des trois critŁres alors que les autres n’amØliorent pas



4.5. DONNÉES RÉELLES 163

la solution. La mØthode la plus performante est OMP_precon_inv , qui amØliore les solutions d’un
facteur allant jusqu’à 105 par rapport à la mØthode de la littØrature. Les autres mØthodes donnant
Øgalement de bons rØsultats sont LASSO_precon_inv , puis OMP_precon_LS , cette derniŁre Øtant
e�cace jusqu’à une valeur de b = 6 . Comme prØcØdemment, certaines rØalisations prØsentent des
erreurs plus importantes lorsque b augmente. Pour l’ensemble des mØthodes, l’augmentation de b
entraîne une dØgradation des performances, en particulier sur l’estimation de la non-linØaritØ. De
plus, lorsque le niveau de bruit augmente, l’erreur d’estimation s’accroît Øgalement. Il est intØressant
de noter que, dans le cas des donnØes Cuprite, l’algorithme de [96] ne surpasse les mØthodes basØes
sur EXIPRIM que sur le critŁre du terme d’attache aux donnØes. En revanche, il prØsente des erreurs
bien plus importantes pour l’estimation des abondances a et des non-linØaritØs, en particulier face
à OMP_precon_inv , qui reste la mØthode la plus e�cace, suivie de LASSO_precon_inv .

La �gure 4.16 montre par ailleurs que l’algorithme de [96] n’est jamais capable de retrouver
le bon support. En e�et, aucune contrainte de parcimonie n’est imposØe dans ce modŁle. MŒme
aprŁs seuillage (mise à zØro des plus petites valeurs), les bons coe�cients � et donc les matØ-
riaux associØs aux pixels � ne sont jamais correctement identi�Øs. En revanche, pour l’algorithme
OMP_precon_inv , on observe que dans le cas sans bruit, le support est parfaitement retrouvØ jus-
qu’à une valeur de b = 6 , au-delà de laquelle les performances diminuent. De maniŁre gØnØrale, pour
les cas sans bruit et avec un SNR = 80dB, le bon support est identi�Ø dans 80 % des cas. Lorsque
le bruit atteint SNR = 60dB, ce taux varie entre 60% et 80%. Ce gain de prØcision se fait toutefois
au prix d’un temps de calcul plus important : alors que l’algorithme de [96] nØcessite un temps de
l’ordre de la seconde, OMP_precon_inv requiert une dizaine de secondes. Notons que la mØthode
SVP_‘0 ne permet pas d’obtenir de bons rØsultats, mŒme en l’absence de bruit : les erreurs restent
ØlevØes selon l’ensemble des critŁres, le bon support n’est pas retrouvØ, et le temps de simulation
s’avŁre particuliŁrement important pour cette mØthode. Par consØquent, elle ne sera pas utilisØe pour
l’image hyperspectrale USGS, dont la taille est nettement plus importante que celle de Cuprite.
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Figure 4.13 � Erreur d’estimation dans le cas non-linØaire pour les donnØes Cuprite au niveau
du terme d’attaches aux donnØes, de l’erreur d’estimation de a et de la non-linØaritØ en moyenne
pour chaque valeur de b (haut), et par rØalisation (deux lignes sur bas) en utilisant [96] (milieu) et
EXIPRIM (bas) dans le cas sans bruit.
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Figure 4.14 � Erreur d’estimation dans le cas non-linØaire pour les donnØes Cuprite au niveau
du terme d’attaches aux donnØes, de l’erreur d’estimation de a et de la non-linØaritØ en moyenne
pour chaque valeur de b (haut), et par rØalisation (deux lignes sur bas) en utilisant [96] (milieu) et
EXIPRIM (bas) en prØsence de bruit (SNR = 80dB).



166 CHAPITRE 4. GÉNÉRALISATION DU PROBL¨ME INVERSE NON-LINÉAIRE

Figure 4.15 � Erreur d’estimation dans le cas non-linØaire pour les donnØes Cuprite au niveau
du terme d’attaches aux donnØes, de l’erreur d’estimation de a et de la non-linØaritØ en moyenne
pour chaque valeur de b (haut), et par rØalisation (deux lignes sur bas) en utilisant [96] (milieu) et
EXIPRIM (bas) en prØsence de bruit (SNR = 60dB).
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Figure 4.16 � Taux de rØcupØration du support en fonction de la valeur de la nonlinØaritØ b (haut),
temps de simulation par rØalisation (bas) pour les donnØes Cuprite en fonction du bruit (sans bruit,
SNR = 80dB, SNR = 60dB).

DonnØes USGS. Finalement, l’analyse porte sur les rØsultats obtenus à partir des donnØes issues
de l’image hyperspectrale USGS. Pour ce jeu de donnØes, le support n’est pas supposØ connu et
est gØnØrØ alØatoirement selon une loi uniforme pour chaque rØalisation, tandis que les valeurs
des abondances sont variables. Le dictionnaire contient ND = 498 ØlØments, et on suppose que
le nombre d’abondances par pixel est connu, soit K = 4 . L’objectif est d’Øvaluer les performances
des mØthodes proposØes dans un cadre oø à la fois le support et les coe�cients varient. Les rØsultats
sont prØsentØs dans les �gures 4.17, 4.18 et 4.19, correspondant respectivement aux cas sans bruit,
avec SNR = 80dB, et avec SNR = 60dB. Ces rØsultats sont analysØs selon trois critŁres : le terme
d’attache aux donnØes, l’erreur d’estimation des abondances a, ainsi que l’erreur d’estimation des
non-linØaritØs. Sur ces �gures, la premiŁre ligne prØsente l’erreur moyenne, calculØe sur l’ensemble des
rØalisations, en fonction du paramŁtre b. Les deux lignes suivantes illustrent, pour chaque rØalisation
individuelle, l’Øvolution de l’erreur en fonction de b pour la mØthode de la littØrature [96], ainsi que
pour la mØthode basØe sur EXIPRIM donnant les meilleurs rØsultats en termes d’estimation (à
savoir OMP_precon_inv dans le cas sans bruit, et OMP_precon_LS en prØsence de bruit). En�n,
la �gure 4.20 illustre le taux de rØcupØration du support en fonction de la valeur de b, ainsi que le
temps de calcul associØ à chacune des mØthodes.

Les rØsultats montrent qu’en l’absence de bruit, quatre mØthodes basØes sur EXIPRIM o�rent
de meilleures performances sur l’ensemble des trois critŁres, tandis que les autres n’apportent pas
d’amØlioration signi�cative. La mØthode la plus performante est OMP_precon_inv , qui amØliore
les solutions d’un facteur moyen de 105 par rapport à la mØthode de la littØrature. Les autres
approches e�caces sont LASSO_precon_inv , suivie de OMP_precon_LS et OMP_sens. Comme
observØ prØcØdemment, certaines rØalisations prØsentent des erreurs plus importantes, en particulier
les rØalisations 12 et 13, lorsque la valeur de b augmente. Globalement, l’augmentation de b entraîne
une dØgradation des performances pour l’ensemble des mØthodes, en particulier sur l’estimation de
la non-linØaritØ. Cependant, l’ajout de bruit modi�e cette tendance. En e�et, l’augmentation de b ne
conduit pas systØmatiquement à une hausse de l’erreur, notamment lorsque SNR = 60dB. Dans ce
cas, on observe mŒme une diminution de l’erreur d’estimation des abondances (vecteur � ) lorsque
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b augmente (voir �gure 4.18). Ce phØnomŁne est Øgalement visible dans le taux de rØcupØration du
support, qui tend à augmenter avec b à ce niveau de bruit.
Lorsque le bruit est �xØ à SNR = 80dB, l’algorithme de [96], contrairement au cas des donnØes
Cuprite, ne surpasse plus toutes les mØthodes basØes sur EXIPRIM pour le critŁre du terme
d’attache aux donnØes. En e�et, les algorithmes OMP_precon_LS et OMP_sens obtiennent les
meilleurs rØsultats sur ce critŁre. Pour les deux autres critŁres, les algorithmes OMP_precon_inv
et LASSO_precon_inv ont aussi de bonnes performances. Les performances des mØthodes [96] et
OMP_eps sont, sur ces deux derniers critŁres, relativement proches. Pour SNR = 60dB, les rØsultats
rejoignent ceux observØs pour les donnØes Cuprite : la mØthode [96] reste performante pour le terme
d’attache aux donnØes, mais elle est surpassØe par les mØthodes de type EXIPRIM pour l’estimation
des abondances et des non-linØaritØs.
En ce qui concerne la rØcupØration du support dans le cas sans bruit, la mØthode LASSO_precon_inv
se distingue en parvenant à l’identi�er correctement le support dans 100% des cas, suivie de prŁs
par OMP_precon_inv et OMP_precon_LS , dont les taux de rØcupØration dØpassent 90%. À l’in-
verse, la mØthode [96] Øchoue systØmatiquement à retrouver le support correct, ce qui corrobore les
constats Øtablis prØcØdemment. Lorsque le niveau de bruit augmente, les trois mØthodes les plus
performantes � LASSO_precon_inv , OMP_precon_inv et OMP_precon_LS � conservent des
rØsultats satisfaisants, avec des taux de rØcupØration du support avoisinant 0.8, OMP_precon_LS
devenant alors la mØthode la plus e�cace. NØanmoins, dans des conditions de bruit plus sØvŁres,
aucune des mØthodes testØes ne parvient à retrouver le support exact de maniŁre systØmatique.
En�n, en ce qui concerne les temps de calcul, l’algorithme de [96] reste le plus rapide, avec des
temps de l’ordre de la centaine de secondes. Les mØthodes OMP_precon_inv et LASSO_precon_inv
prØsentent des temps comparables pour certaines valeurs de b, mais peuvent atteindre des durØes
deux à quatre fois plus ØlevØes selon les cas. Les mØthodes OMP_precon_LS et OMP_sens, qui
donnent de bons rØsultats, nØcessitent quant à elles des temps de simulation d’environ 400 secondes,
ce qui reste raisonnable au vu des performances obtenues.

Conclusion sur le dØmØlange spectral

Cette section a appliquØ les di�Ørents algorithmes parcimonieux dØveloppØs dans ce chapitre au
problŁme de dØmØlange d’images hyperspectrales. Les dictionnaires utilisØs dans ce contexte sont
fortement mal conditionnØs, ce qui justi�e l’usage des mØthodes de correction proposØes, aussi bien
dans le cas linØaire que non-linØaire. Dans le cas linØaire, l’utilisation d’algorithmes prenant en
compte le conditionnement du dictionnaire permet une amØlioration signi�cative des performances
par rapport à l’algorithme OMP standard. Toutefois, ces algorithmes prØsentent certaines limites,
notamment en prØsence de bruit ou de dØsaccords (mismatches) entre le modŁle et les donnØes. Ces
di�cultØs sont particuliŁrement marquØes lorsque le dictionnaire est fortement redondant, comme
c’est le cas pour le dictionnaire USGS. Une piste complØmentaire explorØe repose sur l’utilisation
d’heuristiques telles que le recuit simulØ, qui, en prØsence de bruit, peut donner de bons rØsultats
mŒme sans prØconditionnement. NØanmoins, cette approche se heurte à un coßt de calcul ØlevØ, qui
la rend di�cilement intØgrable dans des algorithmes itØratifs comme EXIPRIM. Il pourrait toutefois
Œtre intØressant d’Øtudier l’adaptation de ces heuristiques au cadre non-linØaire.

Dans le cas non-linØaire, les mØthodes proposØes ont ØtØ comparØes à l’approche de rØfØrence [96].
L’ensemble des rØsultats met en Øvidence la pertinence des approches fondØes sur EXIPRIM pour
le dØmØlange hyperspectral non-linØaire, en particulier dans des situations complexes impliquant
des dictionnaires mal conditionnØs et un support inconnu. En l’absence de bruit, ces mØthodes
surpassent nettement celle de la littØrature, que ce soit en termes d’estimation des abondances
a, des non-linØaritØs ou de rØcupØration du support. En prØsence de bruit, certaines variantes �
notamment OMP_precon_inv , LASSO_precon_inv et OMP_precon_LS � conservent de bonnes
performances et restent e�caces mŒme avec des dictionnaires de grande taille comme celui de l’image
USGS. En comparaison, l’approche de [96] est e�cace sur le critŁre du terme d’attache aux donnØes
et sur le temps de simulation mais prØsente des limitations importantes concernant l’estimation
des abondances, des non-linØaritØs et la rØcupØration du support. L’ensemble des rØsultats obtenus
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con�rme l’intØrŒt d’introduire des techniques telles que le prØconditionnement ou les dictionnaires
de type sensing, ainsi que des critŁres de sØlection adaptØs, pour renforcer la robustesse et la qualitØ
des solutions obtenues.

Figure 4.17 � Erreur d’estimation dans le cas non-linØaire pour les donnØes USGS au niveau du
terme d’attaches aux donnØes, de l’erreur d’estimation de a et de la non-linØaritØ en moyenne pour
chaque valeur de b (haut), et par rØalisation (deux lignes sur bas) en utilisant [96] (milieu) et
EXIPRIM (bas) dans le cas sans bruit.



170 CHAPITRE 4. GÉNÉRALISATION DU PROBL¨ME INVERSE NON-LINÉAIRE

Figure 4.18 � Erreur d’estimation dans le cas non-linØaire pour les donnØes USGS au niveau du
terme d’attaches aux donnØes, de l’erreur d’estimation de a et de la non-linØaritØ en moyenne pour
chaque valeur de b (haut), et par rØalisation (deux lignes sur bas) en utilisant [96] (milieu) et
EXIPRIM (bas) en prØsence de bruit (SNR = 80dB).
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Figure 4.19 � Erreur d’estimation dans le cas non-linØaire pour les donnØes USGS au niveau du
terme d’attaches aux donnØes, de l’erreur d’estimation de a et de la non-linØaritØ en moyenne pour
chaque valeur de b (haut), et par rØalisation (deux lignes sur bas) en utilisant [96] (milieu) et
EXIPRIM (bas) en prØsence de bruit (SNR = 60dB).
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Figure 4.20 � Taux de rØcupØration du support en fonction de la valeur de la nonlinØaritØ b (haut),
temps de simulation par rØalisation (bas) pour les donnØes USGS en fonction du bruit (sans bruit,
SNR = 80dB, SNR = 60dB).

4.5.2 Estimation de la rØponse spectrale d’un spectromŁtre
Dans le cadre de l’estimation des fonctions de rØponse spectrale (ISRF) des spectromŁtres, le

modŁle utilisØ est trŁs proche de celui prØsentØ dans la section 4.1. Ce modŁle est rappelØ ici :

y = f� � (X � � ) + � ;

Dans ce contexte, l’objectif est d’estimer l’ISRF en supposant qu’elle admet une reprØsentation
parcimonieuse dans un dictionnaire � avec un vecteur de coe�cients � . Comme dØcrit dans le
chapitre 2, ce dictionnaire peut Œtre construit à partir d’une dØcomposition en valeurs singuliŁres
(SVD) des ISRFs. La matrice X correspond quant à elle au spectre de rØfØrence, translatØ sur les
longueurs d’onde d’intØrŒt. Une particularitØ, par rapport au modŁle prØsentØ au chapitre 3, rØside
dans l’hypothŁse selon laquelle la fonction de rØponse radiomØtrique est identique pour l’ensemble
des pixels considØrØs. Par consØquent, l’utilisation d’une collection de spectres de rØfØrence n’est
plus requise ; un unique spectre de rØfØrence est utilisØ. En�n, les ISRFs sont supposØes positives et
normalisØes.

Cas linØaire

Il s’agit du cas considØrØ au chapitre 2 dans lequel la fonction f� est Øgale à la fonction identitØ :

y i = X T
i � � i = 1 ; :::; Q:

On cherche à estimer les ISRFs en estimant les vecteurs parcimonieux � à partir des mesures
y 1; :::; y Q du spectromŁtre. Di�Ørents cas d’Øtude sont analysØs ici pour Øvaluer les performances
des mØthodes dans le cadre de l’estimation des fonctions de rØponse spectrale (ISRFs). Dans un
premier scØnario, on suppose que le modŁle d’estimation est parfaitement respectØ : les observations
y sont Øgales au produit entre l’ISRF rØelle et la matrice des spectres de rØfØrence pour chaque fenŒtre
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glissante. Le deuxiŁme scØnario introduit du bruit additif gaussien à ce premier scØnario avec un
niveau de bruit vØri�ant SNR = 55dB. Le troisiŁme scØnario modi�e le modŁle de gØnØration : les
observations sont obtenues en e�ectuant la convolution entre les ISRFs et le spectre de rØfØrence. En
e�et, la section 2.3.1 avait montrØ les complications induites par cette gØnØration. Dans ce contexte,
les ISRFs sont identiques pour toutes les longueurs d’onde, et aucun bruit n’est ajoutØ. En�n, le
quatriŁme scØnario ajoute une di�cultØ supplØmentaire : les ISRFs varient d’une longueur d’onde à
l’autre et un bruit vØri�ant SNR = 55dB est ajoutØ.

La �gure 4.21 prØsente de gauche à droite le conditionnement du dictionnaire 	 = R � , celui du
dictionnaire � , puis celui de M � . Les deux �gures situØes à droite comparent ensuite les mØthodes
en termes de terme d’attache aux donnØes et d’erreur d’estimation des ISRFs (erreur utilisØe au
chapitre 2, dans le premier cas (sans bruit, modŁle parfaitement respectØ). On constate que le
dictionnaire M � prØsente le meilleur conditionnement, ce qui se re�Łte Øgalement par les meilleures
performances d’estimation des ISRFs. En revanche, le recuit simulØ atteint les meilleures valeurs du
terme d’attache aux donnØes, malgrØ une estimation moins prØcise des ISRFs. Les autres mØthodes
testØes ne parviennent pas à d’aussi bons rØsultats dans ce scØnario. Lorsqu’un bruit est introduit
(deuxiŁme scØnario), seules deux approches restent robustes : l’OMP sans prØconditionnement ni
matrice de sensing, ainsi que le recuit simulØ, qui continue à produire de bons rØsultats. Dans les
scØnarios plus complexes (scØnarios 3 et 4), les mŒmes tendances se con�rment, mais avec des Øcarts
de performances qui se creusent. L’algorithme OMP o�re les meilleurs rØsultats d’estimation des
ISRFs avec un temps de calcul raisonnable, tandis que le recuit simulØ optimise davantage le terme
d’attache aux donnØes, mais au prix d’un coßt calculatoire plus ØlevØ. Ces rØsultats montrent que
les mØthodes avec prØconditionnement sont trŁs sensibles aux hypothŁses du modŁle. En prØsence
de mismatchs entre le modŁle et les donnØes rØelles, elles peuvent entraîner des erreurs d’estimation
importantes. En consØquence, nous avons dØcidØ de ne pas utiliser de prØconditionnement pour
l’estimation des ISRFs.

Figure 4.21 � A�chage du conditionnement des trois dictionnaires 	 obtenus pour une fenŒtre
glissante (haut) et erreur moyenne d’estimation des ISRFs en fonction de la cardinalitØ K (bas) dans
le cas sans bruit, avec des ISRFs identiques.
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Figure 4.22 � Erreur moyenne d’estimation des ISRFs en fonction de la cardinalitØ K pour trois
di�Ørents cas (modŁle avec bruit, gØnØration avec une ISRF identique, gØnØration avec ISRFs va-
riables et prØsence de bruit à 55dB)

Cas non-linØaire

On se place à prØsent dans le cadre non-linØaire, oø l’on considŁre une non-linØaritØ f� reprØsen-
tØe dans la Figure 4.23. Cette non-linØaritØ est caractØristique de certaines rØponses radiomØtriques
observØes sur des capteurs rØels. Elle prØsente typiquement trois rØgimes : une zone non-linØaire pour
les faibles intensitØs, une zone intermØdiaire quasi-linØaire oø la rØponse du capteur est proportion-
nelle au signal incident, et en�n une zone de saturation. Ce comportement en trois phases re�Łte
�dŁlement le fonctionnement de plusieurs dispositifs d’acquisition optiques ou hyperspectraux et
justi�e l’Øtude de ce type de modŁle non-linØaire dans un cadre d’estimation rØaliste. On notera que
cette non-linØaritØ est bijective mais n’est pas sØparable. DŁs lors, seule la mØthode EXIPRIM est
utilisØe. Deux cas d’Øtude sont analysØs :

� Dans le premier cas, on suppose que l’ISRF reste identique sur l’ensemble de la fenŒtre
glissante. Ce scØnario correspond à une situation idØale oø les variations spectrales sont
nulles au sein de la fenŒtre,

� Dans le second cas, on introduit une variabilitØ faible de l’ISRF d’une longueur d’onde à
l’autre. Cette hypothŁse est plus rØaliste et vise à Øvaluer la robustesse des mØthodes face à
des modulations progressives des rØponses instrumentales dans un cadre non-linØaire.

Figure 4.23 � Fonction non-linØaire utilisØe.

Application aux ISRFs identiques par fenŒtre glissante. On suppose ici que le spectre mesurØ
est divisØ en 14 canaux, chacun couvrant 70 longueurs d’onde. Une ISRF est associØe à chaque
canal, soit un total de 14 ISRFs à estimer. La Figure 4.24 prØsente les performances obtenues pour
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chaque canal selon quatre critŁres : le terme d’attache aux donnØes, l’erreur d’estimation du vecteur
a, l’erreur sur la non-linØaritØ estimØe, et l’erreur d’estimation des ISRFs telle que dØ�nie dans le
chapitre 2. Les rØsultats sont obtenus pour di�Ørentes valeurs de la cardinalitØ K. Les trois derniŁres
sous-�gures de cette �gure a�chent la moyenne des quatre erreurs en fonction de K. On observe que
les meilleures performances globales sont obtenues avec la rØgularisation ‘0, notamment pour des
valeurs de K comprises entre 2 et 4, ce qui correspond à un compromis entre parcimonie et �dØlitØ
aux observations. De plus, on observe que certains canaux, tels que les canaux 1, 12 et 13, prØsentent
des erreurs d’estimation plus importantes. Cette di�cultØ peut s’expliquer par la forme du spectre
au niveau de ces canaux. En e�et, lorsque la diversitØ spectrale est faible, l’information disponible
pour estimer la non-linØaritØ est limitØe, ce qui rend l’estimation des ISRFs plus incertaine.

La �gure 4.25 explore ensuite l’impact du bruit sur l’estimation, pour une cardinalitØ �xØe à
K = 4 et plusieurs valeurs de SNR. Comme attendu, on constate une dØgradation progressive des
performances lorsque le niveau de bruit augmente, quelque soit le critŁre mesurØ et quelque soit la
rØgularisation utilisØe. Toutefois, les mŒmes canaux vus prØcØdemment (1, 12 et 13) apparaissent plus
sensibles au bruit, ce qui se traduit par des erreurs d’estimation plus importantes, en particulier avec
la rØgularisation ‘1. En comparaison, la rØgularisation ‘0 maintient de meilleures performances sur
l’ensemble des canaux, con�rmant à nouveau ses bonnes performances dans le contexte d’estimation
des ISRFs, mŒme en prØsence de bruit.

Figure 4.24 � Erreurs d’estimation dans le cas non-linØaire pour les mØthodes EXIPRIM � ‘0
(haut), EXIPRIM�‘1 (milieu) et comparaison des mØthodes en fonction de la cardinalitØ K (bas)
pour un bruit de SNR = 55dB.
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Figure 4.25 � Erreurs d’estimation dans le cas non-linØaire pour les mØthodes EXIPRIM_‘0
(haut), EXIPRIM_‘1 (milieu) et comparaison des mØthodes en fonction du niveau de bruit SNR
(bas) pour une cardinalitØ de K = 4 .

Application aux ISRFs qui varient dans la bande. Nous Øtudions ici l’impact des variations
des ISRFs en fonction de la longueur d’onde sur les performances d’estimation. Contrairement au cas
oø les ISRFs sont supposØes constantes par canal, nous considØrons ici des ISRFs qui varient le long
du spectre, ce qui gØnŁre un total de 1024 ISRFs di�Ørentes à estimer à partir d’un spectre dØgradØ.
Cette con�guration permet d’Øvaluer la robustesse des mØthodes d’estimation face à des variations
de la forme des ISRFs plus rØalistes. Pour traiter ce problŁme, nous appliquons la mØthode à fenŒtre
glissante introduite au chapitre 2, ce qui conduit à 1024 sous-problŁmes indØpendants à rØsoudre.

Les rØsultats sont prØsentØs dans la �gure 4.26, qui compare les performances obtenues avec
les rØgularisations ‘0 et ‘1, d’abord en fonction de la cardinalitØ K pour un bruit �xØ (SNR = 55
dB), puis en fonction du niveau de bruit pour une cardinalitØ �xØe (K = 4 ). Dans chacune de ces
�gures, les deux premiŁres lignes illustrent les rØsultats individuels pour l’ensemble des 1024 ISRFs,
tandis que la troisiŁme ligne montre une moyenne sur ces 1024 estimations. Comme dans le cas des
ISRFs non variables, la rØgularisation ‘0 fournit systØmatiquement les meilleures performances que
ce soit au niveau du terme d’attache aux donnØes, de l’erreur d’estimation du vecteur a, de l’erreur
d’estimation de la non-linØaritØ ou celle des ISRFs. De plus, pour chacun de ces critŁres, l’erreur
augmente lorsque le bruit augmente, avec des erreurs importantes à partir de SNR = 40dB pour
les performances attendues pour l’estimation des ISRFs. Cependant, on observe ici que la meilleure
estimation des ISRFs est atteinte en moyenne pour une cardinalitØ plus faible (K = 2 ) que dans le
cas des ISRFs constantes. Cela re�Łte une di�cultØ accrue pour l’estimation lorsque les ISRFs varient
et que des non-linØaritØs plus complexes sont prØsentes. Un autre constat notable est la dØgradation
marquØe des performances d’estimation pour les premiŁres ISRFs (environ du pixel 1 à 20), mŒme
à faible bruit. Cette tendance est con�rmØe dans la �gure 4.28, qui prØsente des rØsultats pour un
SNR = 55 dB etK = 4 , en termes de di�Ørence entre spectre rØel et reconstruit, d’erreur d’estimation
des ISRFs, et de visualisation d’une ISRF estimØe. La premiŁre image de cette �gure montre une
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comparaison entre le spectre rØel sans dØfauts et le spectre a�ectØ par les erreurs. On constate
que le dØbut du spectre est principalement plat, alors que des raies spectrales apparaissent dans la
suite du signal. Cette partie plate du spectre peut expliquer la mauvaise estimation initiale : elle
contient moins d’informations discriminantes (faible variabilitØ), les intensitØs y sont plus ØlevØes, se
rapprochant de la zone de saturation introduite par la non-linØaritØ, ce qui complique l’estimation,
et comme discutØ au chapitre 2, les ISRFs sont plus di�ciles à estimer dans les zones plates du
spectre. Les courbes d’erreur (di�Ørence spectre rØel / reconstruit et erreur sur les ISRFs) montrent
clairement un pic d’erreur au tout dØbut du spectre. Ensuite, l’erreur d’estimation des ISRFs chute
pour atteindre des valeurs proches de 1% en moyenne avec la rØgularisation ‘0, ce qui atteste des
bonnes performances de la mØthode lorsque la partie du spectre considØrØ dans la fenŒtre glissante
est su�samment variable.

Figure 4.26 � Erreurs d’estimation dans le cas non-linØaire lorsque les ISRFs varient dans la bande
pour les mØthodes EXIPRIM � ‘0 (haut), EXIPRIM � ‘1 (milieu) et comparaison des mØthodes
en fonction de la cardinalitØ K (bas) pour un bruit de SNR = 55dB.
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Figure 4.27 � Erreurs d’estimation dans le cas non-linØaire lorsque les ISRFs varient dans la bande
pour les mØthodes EXIPRIM_‘0 (haut), EXIPRIM_‘1 (milieu) et comparaison des mØthodes
en fonction du niveau de bruit SNR (bas) pour une cardinalitØ de K = 4 .

Figure 4.28 � Comparaison du spectre sans dØfauts et du spectre avec non-linØaritØs, di�Ørences
absolues entre le spectre rØel et ses reconstructions, erreurs d’estimation des ISRFs selon la longueur
d’onde � et exemple d’ approximation d’une ISRF pour les mØthodes EXIPRIM_‘0 et EXIPRIM_‘1,
pour un niveau de bruit de SNR = 55dB et une cardinalitØ de K = 4 .

Conclusion sur l’estimation des ISRFs

Cette section a permis de mettre en ÷uvre des mØthodes de rØsolution de problŁmes inverses
parcimonieux pour l’estimation des fonctions de rØponse spectrale (ISRFs) de spectromŁtres. Dans
le cas linØaire, l’utilisation d’un prØconditionnement du dictionnaire 	 utilisØ pour la reprØsentation
des ISRFs ne s’est pas rØvØlØe bØnØ�que. Cela peut s’expliquer par plusieurs facteurs, notamment
l’Øchantillonnage plus �n utilisØ pour gØnØrer les spectres mesurØs (via convolution avec un spectre
thØorique), la prØsence de bruit, et les variations des ISRFs à l’intØrieur de la bande spectrale. Les
meilleurs rØsultats sont obtenus sans prØconditionnement, raison pour laquelle celui-ci n’a pas ØtØ
utilisØ dans la rØsolution du problŁme inverse non-linØaire. Dans le cas non-linØaire, deux scØnarios
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ont ØtØ explorØs : le premier avec des ISRFs constantes sur chaque canal, et le second avec des
ISRFs variant à chaque longueur d’onde, estimØes à l’aide de fenŒtres glissantes. Sans surprise,
les performances sont meilleures lorsque les ISRFs sont constantes, avec une cardinalitØ optimale
autour de K = 4 . Lorsqu’elles varient, la meilleure estimation est atteinte en moyenne pour une
cardinalitØ plus faible, autour de K = 2 , re�Øtant la complexitØ accrue du problŁme. Dans les deux
con�gurations, la rØgularisation ‘0 surpasse nettement la rØgularisation ‘1, con�rmant sa pertinence
pour ce type de problŁme, bien que l’augmentation du bruit dØgrade les performances. Les erreurs
les plus notables apparaissent dans les zones du spectre oø la variabilitØ spectrale est faible, ce qui
complique l’estimation des non-linØaritØs et, par consØquent, celle des ISRFs.

Les rØsultats obtenus dans cette partie montrent donc que les mØthodes parcimonieuses dØvelop-
pØes sont e�caces et adaptables, mŒme dans des contextes non-linØaires et avec des ISRFs variant
fortement. Elles constituent ainsi une base solide pour des approches plus avancØes et applicables
en conditions rØelles.

4.6 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons gØnØralisØ la mØthode SPIRITUAL, introduite dans le chapitre

3, à la rØsolution de problŁmes inverses non-linØaires sous contrainte de parcimonie sur le vecteur
d’intØrŒt, en supposant que la non-linØaritØ est paramØtrØe par un vecteur inconnu à estimer. Pour
rØsoudre ce problŁme, deux mØthodes ont ØtØ introduites. La premiŁre, appelØe SVP, suppose que
les non-linØaritØs sont sØparables et repose sur un algorithme de descente de gradient, combinØ à des
Øtapes proximales, pour rØsoudre le problŁme d’optimisation avec la norme ‘0 ou ‘1. La seconde,
appelØe EXIPRIM, s’applique au cas oø les non-linØaritØs ne sont pas nØcessairement sØparables
mais sont supposØes bijectives. Cette mØthode autorise Øgalement l’utilisation des normes ‘0 ou
‘1. Par la suite, l’utilisation de EXIPRIM a ØtØ gØnØralisØe aux cas oø les dictionnaires sont mal
conditionnØs. Di�Ørentes mØthodes ont ØtØ introduites pour traiter ce cas, avec ou sans dictionnaire
de type sensing, en intØgrant un prØconditionnement reposant ou non sur l’utilisation de la fonction
inverse de la non-linØaritØ.

Les mØthodes SVP et EXIPRIM ont ØtØ analysØes et appliquØes dans un premier temps à des
simulations synthØtiques simples, en faisant varier le type de non-linØaritØ, le niveau de bruit, les
di�Ørents paramŁtres (taille du dictionnaire, nombre d’observations), ainsi que le type de dictionnaire
(SVD, Haar, Gabor). Les rØsultats obtenus ont mis en Øvidence les bonnes performances globales de
la mØthode EXIPRIM pour l’estimation conjointe du vecteur parcimonieux et des paramŁtres de la
non-linØaritØ. Toutefois, sans prØconditionnement, cette mØthode peut prØsenter certaines limites.
Ces approches ont ensuite ØtØ appliquØes à des donnØes rØelles, dans le cadre du dØmØlange d’images
hyperspectrales ou de l’estimation des fonctions de rØponse spectrale (ISRF) de spectromŁtres,
lorsque la non-linØaritØ est supposØe identique pour tous les pixels. Le prØconditionnement a ØtØ
ØtudiØ dans les deux applications, à commencer par le cas linØaire.

Pour le cas linØaire, il en ressort que, si le prØconditionnement est nØcessaire pour le dØmØlange
d’images hyperspectrales, son utilitØ pour l’estimation des ISRFs reste limitØe. En e�et, comme
prØsentØ dans le chapitre 2, l’Øchantillonnage dans ce contexte induit un Øcart entre les donnØes
obtenues aprŁs convolution et le modŁle utilisØ, ce qui accentue les erreurs d’estimation des ISRFs,
en particulier lorsqu’elles varient dans la bande. À l’inverse, les dictionnaires utilisØs pour le dØmØ-
lange d’images hyperspectrales Øtant trŁs mal conditionnØs, la prise en compte de cette information
est indispensable pour obtenir de bonnes performances d’estimation. Une limite des mØthodes de
prØconditionnement rØside dans leur sensibilitØ au bruit : elles peuvent avoir pour e�et d’ampli�er ce
dernier. Une piste complØmentaire explorØe repose sur l’utilisation d’heuristiques, telles que le recuit
simulØ, qui peut produire de bons rØsultats en prØsence de bruit mŒme sans prØconditionnement.
NØanmoins, cette approche prØsente un coßt de calcul trŁs ØlevØ, qui la rend di�cilement intØgrable
à des algorithmes itØratifs comme EXIPRIM.

Dans le cas non-linØaire, lorsque les dictionnaires sont bien conditionnØs et que les observations
prØsentent une variabilitØ su�sante, les meilleurs rØsultats d’estimation sont obtenus avec l’algo-
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rithme EXIPRIM_‘0. Lorsque cette variabilitØ diminue, des erreurs apparaissent, mais l’algorithme
reste globalement performant. En revanche, lorsque le dictionnaire est mal conditionnØ, les mØ-
thodes EXIPRIM doivent Œtre adaptØes. Que ce soit dans un cadre sous-complet ou sur-complet,
les meilleurs rØsultats sont obtenus à l’aide de variantes basØes sur EXIPRIM, notamment avec
OMP_precon_inv , LASSO_precon_inv et OMP_precon_LS . Dans tous les cas, les performances
diminuent avec l’introduction de bruit. Les perspectives de recherche incluent le dØveloppement de
nouveaux algorithmes intØgrant des stratØgies de prØconditionnement, spØci�quement adaptØes à des
niveaux de bruit plus ØlevØs, ainsi que leur gØnØralisation à des modŁles non-linØaires plus complexes.
Il serait notamment intØressant d’Øtudier l’adaptation d’heuristiques telles que le recuit simulØ dans
le cadre non-linØaire.



Conclusion et perspectives

Le but de cette thŁse est de proposer de nouvelles approches d’estimation de paramŁtres d’ins-
trument à partir d’observations indirectes. SpØci�quement, la thŁse se focalise sur la calibration des
spectromŁtres utilisØs pour le sondage atmosphØrique, notamment dans le cadre de missions dØdiØes
à la mesure des gaz à e�et de serre telles que MicroCarb ou CO2M. L’objectif principal est de
mieux caractØriser et d’estimer, à partir des donnØes mesurØes, les fonctions de rØponses spectrales
des instruments (ISRFs), les dØcalages spectraux ainsi que les rØponses radiomØtriques non-linØaires
associØes à chaque pixel du dØtecteur. Il s’agit ainsi de corriger les erreurs susceptibles d’a�ecter les
spectres mesurØs, a�n d’en amØliorer la qualitØ et de garantir la �abilitØ des produits scienti�ques
dØrivØs, en particulier les concentrations en gaz atmosphØriques. Les mØthodes proposØes visent à
rendre la calibration plus robuste, plus prØcise et plus compatible avec les contraintes opØrationnelles
rencontrØes dans un contexte rØel.

Di�Ørentes formulations basØes sur des problŁmes inverses potentiellement non-linØaires ont ØtØ
explorØes, avec pour objectif �nal d’estimer de maniŁre conjointe les ISRFs, les dØcalages spectraux
et les rØponses radiomØtriques. Les ISRFs sont tout d’abord estimØes en s’appuyant sur une re-
prØsentation parcimonieuse dans un dictionnaire construit à partir d’une dØcomposition en valeurs
singuliŁres (SVD) d’un ensemble d’ISRFs mesurØes au sol. Cette approche o�re une �exibilitØ supØ-
rieure aux mØthodes traditionnelles, en s’adaptant à une plus grande diversitØ de formes possibles
des ISRFs. Pour cette Øtape, l’algorithme Orthogonal Matching Pursuit (OMP) est retenu, car il
constitue un bon compromis entre prØcision d’estimation et e�cacitØ computationnelle. Ensuite, les
dØcalages spectraux sont estimØs en supposant un modŁle paramØtrique, ce qui permet leur bonne
reconstruction. Deux distances ont ØtØ utilisØes pour cette estimation selon le cas d’utilisation : la
distance de Wasserstein, issue de la thØorie du transport optimal, se rØvŁle plus robuste en prØsence
de forts dØcalages spectraux ou de spectres fortement perturbØs, tandis que dans les cas plus fa-
vorables � qui devraient Œtre majoritaires dans le contexte de la mission � la norme ‘2 constitue
une mØtrique e�cace. En�n, les rØponses radiomØtriques sont modØlisØes elles aussi par un mo-
dŁle paramØtrique (polynôme) ; une fois estimØes, il est possible de corriger le spectre mesurØ avant
une nouvelle estimation des ISRFs. Ces trois estimations sont rØalisØes sØparØment et de maniŁre
alternØe. Ce dØcouplage est justi�Ø par deux raisons principales. La premiŁre est d’ordre mØthodo-
logique : il est essentiel de vØri�er que chaque mØthode fonctionne de maniŁre robuste sur des cas
simples, avant d’envisager leur combinaison dans un cadre global plus complexe. Par exemple, on
teste d’abord l’estimation seule des ISRFs (problŁme inverse linØaire), puis leur estimation conjointe
avec les rØponses radiomØtriques, et en�n avec les dØcalages spectraux. Si une mØthode Øchoue dans
ces cas ØlØmentaires, il est peu probable qu’elle rØussisse dans le cas complet. La seconde raison est
liØe aux conditions d’application : les ISRFs, les dØcalages spectraux et les rØponses radiomØtriques
sont normalement su�samment caractØrisØs au sol, et en vol on cherche uniquement à les rØestimer
à partir de cette connaissance initiale. Par exemple, dans la pratique, une estimation simple des
ISRFs peut su�re, sauf si le rØsidu observØ aprŁs modØlisation indique une erreur importante. Dans
ce cas, on peut envisager l’approche alternØe permettant une estimation conjointe. Toutefois, une
estimation globale incluant la totalitØ des dØfauts instrumentaux n’est pas toujours nØcessaire. Il est
plus judicieux d’analyser les spectres mesurØs et le modŁle visuellement pour orienter le choix : si l’on
observe un dØcalage des raies d’absorption, cela indique probablement un dØfaut dans l’association
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pixel-longueur d’onde ; en revanche, si en observant les zones plates du spectre, les erreurs appa-
raissent, un problŁme radiomØtrique est plus probable. Cette approche progressive permet d’adapter
les mØthodes au contexte tout en maîtrisant la complexitØ computationnelle. DŁs lors, lorsque les
erreurs instrumentales deviennent importantes pour Œtre nØgligØes, il devient alors indispensable de
dØ�nir un modŁle non-linØaire associØ.

Le travail rØalisØ autour de l’estimation des ISRFs s’inscrit plus largement dans le cadre gØnØral
de la rØsolution de problŁmes inverses non-linØaires sous contrainte de parcimonie, oø la fonction
non-linØaire est supposØe paramØtrique. Si, dans les cas considØrØs, les rØponses radiomØtriques et
les dØcalages spectraux ont ØtØ modØlisØs à l’aide de polynômes, les mØthodes proposØes restent
applicables à tout type de fonction paramØtrique. Ce cadre plus gØnØral a permis d’apporter à la
fois des contributions thØoriques en plus de celles algorithmiques. Deux formulations principales
ont ØtØ explorØes : l’approche alternØe dans laquelle les paramŁtres de la fonction non-linØaire et
le vecteur parcimonieux sont estimØs successivement ; et une approche globale, applicable lorsque
les non-linØaritØs sont sØparables, consistant à exprimer les paramŁtres de la fonction non-linØaire
à partir d’un vecteur parcimonieux à estimer. Dans ces di�Ørents cadres, plusieurs types de rØgula-
risations (basØes sur la norme ‘0 ou la norme ‘1) peuvent Œtre envisagØs. Plusieurs algorithmes de
rØsolution (FBS (Forward-Backward Splitting), FISTA, LASSO et OMP couplØs à l’estimation des
paramŁtres de la non-linØaritØs) ont ØtØ ØvaluØs, permettant de comparer leurs performances et leur
robustesse. De maniŁre gØnØrale, l’approche la plus e�cace s’est rØvØlØe Œtre l’estimation alternØe
couplØe à l’algorithme OMP dans les cas d’usage ØtudiØs, qui o�re un bon compromis entre prØci-
sion, rapiditØ de calcul et robustesse numØrique. Finalement, les di�Ørentes mØthodes dØveloppØes
pour la rØsolution de problŁmes inverses peuvent Œtre directement transposØes à d’autres domaines
d’application, tels que la sØparation de sources ou le dØmØlange hyperspectral. Dans ces contextes
Øgalement, on cherche à estimer un vecteur parcimonieux associØ à une fonction non-linØaire para-
mØtrØe. Les premiŁres expØrimentations menØes ont permis d’obtenir des rØsultats prometteurs pour
le dØmØlange d’images hyperspectrales.

L’ensemble des rØsultats obtenus dans le cadre de cette thŁse ont ØtØ validØs sur divers jeux
de donnØes et dans des contextes variØs. Toutefois, malgrØ la robustesse des mØthodes proposØes,
plusieurs limites demeurent pour l’estimation des ISRFs. La principale concerne la connaissance
supposØe du spectre de rØfØrence, dont l’erreur peut a�ecter signi�cativement la qualitØ de l’estima-
tion des ISRFs. Par ailleurs, l’hypothŁse selon laquelle les ISRFs ne varient pas beaucoup dans une
fenŒtre glissante pourrait ne pas Œtre toujours vØri�Øe dans des conditions opØrationnelles rØelles.
De plus, dans un contexte opØrationnel, certains scØnarios pourraient impliquer un niveau de bruit
supØrieur à celui ØtudiØ dans le cadre de cette thŁse. D’autres sources d’erreurs instrumentales, telles
que la lumiŁre parasite �straylight" ou les dØfauts gØomØtriques (comme le �smile" ou le �keystone"),
n’ont pas ØtØ prises en compte dans cette Øtude et pourraient faire l’objet de dØveloppements futurs.
En�n, une analyse approfondie de l’incertitude liØe à l’estimation des ISRFs reste à mener, a�n de
mieux quanti�er la �abilitØ des rØsultats et leur impact sur les produits scienti�ques dØrivØs. Ces
limitations ouvrent ainsi des perspectives d’amØlioration des approches dØveloppØes dont certaines
sont prØsentØes dans la suite de cette conclusion.

ModŁle de dØbruitage appliquØ au spectre mesurØ
Les spectres mesurØs sont supposØs peu bruitØs grâce à une Øtape de �binning" spatial qui amØ-

liore le rapport signal sur bruit (SNR). Toutefois, dans des conditions opØrationnelles rØelles, des
situations plus dØfavorables avec un bruit plus important peuvent se prØsenter. Il devient alors
crucial de prendre en compte ce bruit � ou mŒme de proposer des mØthodes pour le rØduire a�n
d’atteindre un niveau acceptable pour les mØthodes dØveloppØes dans cette thŁse.

Des techniques classiques de dØbruitage peuvent Œtre envisagØes comme celles basØes sur la
transformØe en ondelettes, les transformØes temps-frØquence (TF), etc. Toutefois, les spectres Øtant
potentiellement trŁs variables, ces mØthodes peuvent Œtre insu�santes. Des approches modernes
d’apprentissage automatique comme les autoencodeurs variationnels (VAE) peuvent Œtre envisagØes
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pour le dØbruitage des spectres. Plus rØcemment, les modŁles de di�usion ont montrØ d’excellents
rØsultats dans ce domaine, en particulier pour le traitement de signaux biomØdicaux. Ces modŁles
reposent sur un processus de di�usion [119] qui ajoute progressivement du bruit gaussien à un si-
gnal, suivi d’un processus inverse appris par un rØseau de neurones. Ils permettent de gØnØrer ou
restaurer des signaux rØalistes, mŒme à partir d’observations fortement bruitØes. Dans [120], un
modŁle nommØ DeScoD-ECG a ØtØ proposØ pour le dØbruitage de signaux ECG, avec une amØlio-
ration de plus de 20 % par rapport aux mØthodes classiques. D’autres travaux, comme [121], ont
utilisØ des modŁles de di�usion conditionnels pour supprimer di�Ørents types de bruit (mouvements
d’Ølectrodes, artefacts musculaires) sur des signaux avec un faible rapport signal sur bruit (entre 0
et 15 dB). Pour l’application à nos signaux issus d’un spectromŁtre, ce type de modŁle de di�usion
pourrait o�rir une approche puissante : il apprendrait à gØnØrer une version dØbruitØe des spectres
en partant du signal bruitØ, tout en conservant la structure spectrale. La mØthode OMP pourrait
ensuite Œtre utilisØe pour estimer de maniŁre prØcise les ISRFs et intØgrØe dans une nouvelle approche
d’estimation alternØe.

Estimation des ISRFs à l’aide de modŁles d’Øtat
Une autre limite identi�Øe dans ce travail concerne l’utilisation de fenŒtres glissantes dans les-

quelles les ISRFs sont supposØes constantes. En e�et, dans le cas oø les ISRFs prØsentent des va-
riations rapides ou brutales le long de la bande spectrale, cette hypothŁse de rØgularitØ locale peut
ne plus Œtre valide, ce qui compromet la qualitØ de l’estimation. Une piste d’amØlioration consiste à
s’a�ranchir de ces fenŒtres glissantes en modi�ant le modŁle d’observation. Une maniŁre de procØder
est de considØrer une formulation globale sur toute la bande spectrale. En notant 	 2 RN � � N D

un dictionnaire commun à toutes les longueurs d’onde, et A = [ � 0; : : : ; � N � ]> 2 RN � � N D la ma-
trice contenant les vecteurs parcimonieux associØs aux di�Ørentes longueurs d’onde, on pourrait
s’intØresser au problŁme suivant :

arg min
A

�
jjdiag(	 A ) � sjj22 + 
2jjA � jj22 + �jjA jj0

	
; (4.61)

oø � est une matrice de Tikhonov et 
 est un paramŁtre de rØgularisation permettant d’assurer
que les ISRFs ne varient pas de maniŁre trop importante d’une longueur d’onde à une autre. Ce
formalisme permettrait de formuler une estimation conjointe de l’ensemble des ISRFs sans recourir
à un dØcoupage local, tout en conservant la structure parcimonieuse du problŁme. Notons que le
rôle du paramŁtre 
 est dans ce cas analogue à celui de la taille de la fenŒtre glissante et devra donc
Œtre ajustØ avec soin.

Une autre approche possible consiste à modØliser l’Øvolution des coe�cients parcimonieux à
l’aide d’un systŁme dynamique en introduisant un ensemble de vecteurs d’Øtats. L’idØe est de faire
un parallŁle entre la dimension spectrale (longueur d’onde) et la dimension temporelle d’un systŁme

dynamique. Si on dØ�nit le vecteur d’Øtat x t =
�

� t

� t � 1

�
2 R2N D , oø � t dØsigne le vecteur parci-

monieux associØ à la longueur d’onde �t , un bruit de �transition" v t � N
�

0; 1

 2 I N D

�
et un bruit

d’observation wt � N (0;1). On pourrait considØrer le modŁle d’observation sans fenŒtre glissante
suivant :

x t =
�

� t

� t � 1

�
=

�
21N D �1N D

1N D 0

� �
� t � 1
� t � 2

�
+

�
v t

0

�
; (4.62)

st = [ 	 (t; :) 0]
�

� t

� t � 1

�
+ wt ; (4.63)

oø 0 2 RN D est le vecteur nul. A�n de rØsoudre ce problŁme, une mØthode couramment utilisØe
est le �ltre de Kalman [122, 123], qui permet d’estimer rØcursivement un vecteur d’Øtat à partir
d’un modŁle linØaire de transition et d’observation en prØsence de bruit gaussien. Ce �ltre est
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particuliŁrement adaptØ à des Øquations d’Øtat et d’observation linØaires. Cependant, lorsque le
systŁme prØsente des non-linØaritØs � comme c’est le cas en prØsence d’erreurs radiomØtriques
ou spectrales � d’autres mØthodes peuvent Œtre envisagØes. En e�et, le �ltre de Kalman Øtendu
[124], le �ltre de Kalman sans parfum [125] ou les �ltres particulaires [126, 127] semblent adaptØs
à la rØsolution de tels problŁmes inverses non-linØaires. Ces approches pourraient Œtre appliquØes
au problŁme d’estimation des ISRFs dans le cas oø les erreurs instrumentales (radiomØtriques ou
spectrales) sont Øgalement modØlisØes et estimØes.

En complØment, l’utilisation de processus gaussiens pourrait Øgalement Œtre envisagØe [128].
D’une part, ils peuvent servir à modØliser les ISRFs par des fonctions alØatoires lisses dØpendant de
la longueur d’onde. D’autre part, ils peuvent Œtre utilisØs dans une approche de rØgression (Gaussian
Process Regression [129]) a�n de modØliser ou d’estimer les non-linØaritØs induites par les erreurs
instrumentales, qu’elles soient spectrales ou radiomØtriques. De plus, ces mØthodes o�rent l’avantage
d’estimer l’incertitude associØe à l’estimation des fonctions, ce qui constitue un atout important
pour l’analyse et la validation des rØsultats. Une autre approche consisterait à utiliser des mØthodes
d’apprentissage (�machine learning") pour estimer les ISRFs comme expliquØ dans la prochaine
section.

Machine learning pour l’estimation des ISRFs

On peut envisager une approche alternative et rØaliser l’apprentissage des ISRFs à partir du
couple (spectre mesurØ s, matrice associØe au spectre de rØfØrence R ) en apprenant le vecteur
paramŁtre � d’un rØseau de neurones F� dØ�ni de la façon suivante :

I = F� (s;R ): (4.64)

En reprenant l’analogie entre l’axe spectral et l’axe temporel, il est possible d’utiliser une mØthode
d’estimation sØquentielle pour capturer les dØpendances des ISRFs dans la bande avec l’apprentis-
sage automatique. Nous pensons notamment aux rØseaux de neurones rØcurrents (RNN) [130] qui
permettent de modØliser des dØpendances entre les di�Ørentes valeurs d’une sØrie temporelle. Plus
prØcisØment, les rØseaux de type Long Short-Term Memory (LSTM) [131] apparaissent comme de
bons candidats, car ils sont capables de conserver en mØmoire des informations sur les Øtats prØ-
cØdents. De plus, a�n de rØduire la dimension du problŁme et d’introduire de l’information sur sa
physique, on peut introduire une matrice de prØconditionnement M permettant d’obtenir un mo-
dŁle lØgŁrement di�Ørent des ISRFs I = M F� (s;R ) dans lequel la matrice M peut Œtre dØ�nie de
plusieurs façons. PremiŁrement, il est possible de reprendre directement le dictionnaire des ISRFs
utilisØ dans les approches prØcØdentes, c’est-à-dire en posant M = � . Sinon, la matrice M peut
Œtre apprise conjointement avec les autres paramŁtres du rØseau de neurones lors du processus d’op-
timisation. En�n, une troisiŁme option consiste à dØ�nir M comme une transformation paramØtrØe
et entraînable appliquØe à un ensemble de donnØes d’entraînement d’ISRFs notØ X, en Øcrivant par
exemple M = A X, oø A est une matrice de transformation optimisØe durant l’apprentissage. Pour
rØaliser cet apprentissage, le spectre peut Œtre dØcoupØ en morceaux qui se chevauchent. Certains
morceaux seront utilisØs pour l’apprentissage de la relation entre le spectre mesurØ et le spectre de
rØfØrence, tandis que d’autres serviront à l’Øvaluation (test) du modŁle appris.

Une autre approche consiste à considØrer un modŁle gØnØratif, par exemple de type auto-encodeur
[132, 133], des ISRFs paramØtrØ par un rØseau de neurones rØcurrent tel que, e.g., les LSTM. Ainsi,
en supposant que l’on dispose d’un jeu d’Øchantillons fI (n )g, n = 1 ; : : : ; N issus de la matrice des
ISRFs I , on peut entraîner un rØseau gØnØratif a�n qu’il simule toutes les ISRFs, à partir d’un vecteur
latent z de petite dimension et tirØ suivant une loi de probabilitØ simple comme par exemple une
loi normale standard, i.i.d. gaussienne) :

I
d
= F� (z); p(z) = iid gaussienne; (4.65)
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oø a
d
= b signi�e que les deux vecteurs a et b ont la mŒme loi. L’apprentissage de z peut s’e�ectuer

de maniŁre similaire à celle dØcrite prØcØdemment, en divisant la bande spectrale en plusieurs mor-
ceaux qui se chevauchent. Certains pourraient Œtre considØrØs pour l’apprentissage, d’autres pour le
test. Les mØthodes basØes sur l’apprentissage automatique prØsentent donc de multiples avantages :
elles permettraient une modØlisation conjointe et non-linØaire des ISRFs, sans recourir aux fenŒtres
glissantes, avec une Øvaluation rapide. Toutefois, leur entraînement est coßteux et peut exiger de
nombreuses donnØes. Leur gØnØralisation à d’autres instruments ou rØgimes resterait Øgalement in-
certaine.

Estimation conjointe des ISRFs et du spectre de rØfØrence
Une limitation importante de cette thŁse rØside dans l’hypothŁse de connaissance exacte du

spectre de rØfØrence. Il serait intØressant d’envisager une modØlisation conjointe permettant d’es-
timer simultanØment les ISRFs et les spectres de rØfØrence à partir des spectres mesurØs. Cette
problØmatique s’apparente aux modŁles de dØconvolution aveugle ØtudiØs dans la littØrature. Une
mØthode serait de considØrer le modŁle gØnØratif dØcrit prØcØdemment avec une loi de probabilitØ
conditionnelle par exemple gaussienne :

p� (sjR ; I ) = N (diag(RI ); �2): (4.66)

En assignant des distributions a priori aux variables latentes non observØes, p� (A ) et p� (R ), on
peut tenter une estimation par maximum de vraisemblance marginale. Une autre possibilitØ pour
estimer le spectre de rØfØrence serait de considØrer un modŁle de mØlange linØaire, Mr 0, oø M est
un dictionnaire de spectres de rØfØrences et r 0 les coe�cients du mØlange. Finalement, une derniŁre
perspective possible pourrait Œtre de maximiser aussi la vraisemblance jointe p� (R ; I ).

Vers une estimation des concentrations en gaz
Une perspective à plus long terme consiste à intØgrer les mØthodes dØveloppØes dans cette thŁse

pour la calibration de niveau 1 dans le processus d’inversion qui vise actuellement à estimer les
concentrations de gaz atmosphØriques (comme le CO2 dans le cadre de la mission MicroCarb - Øtape
de niveau 2), une fois que les spectres de radiance ont ØtØ calibrØs. Dans les chaînes de traitement
classiques, les ISRFs et autres paramŁtres instrumentaux sont supposØs connus ou prØ-corrigØs, et
l’inversion repose sur l’ajustement d’un spectre simulØ au spectre mesurØ via un modŁle de transfert
radiatif [134], souvent à l’aide d’une approche bayØsienne [135]. Toutefois, cette hypothŁse de correc-
tion peut introduire des biais si les erreurs de calibration sont mal caractØrisØes. Une premiŁre voie
d’amØlioration consisterait à exploiter les mØthodes de rØsolution de problŁmes inverses non-linØaires
proposØes dans cette thŁse � notamment pour l’estimation des ISRFs et des dØfauts instrumentaux
� et de les Øtendre au problŁme d’inversion atmosphØrique. Le but serait de renforcer la robustesse
de la rØcupØration des concentrations en gaz, en corrigeant de façon alternØe les erreurs rØsiduelles
au moment de l’inversion. Une seconde piste, plus ambitieuse, consisterait à ne plus sØparer les
traitements de niveau 1 et de niveau 2, mais à intØgrer l’ensemble des incertitudes instrumentales
directement dans le modŁle d’inversion : au lieu de supposer un spectre dØjà corrigØ, on partirait du
spectre brut, a�ectØ par l’ensemble des erreurs (instrumentales et atmosphØriques), et l’on cherche-
rait à estimer simultanØment les concentrations en gaz ainsi que tous les paramŁtres instrumentaux
pertinents. Cette approche conjointe, potentiellement couplØe à un cadre bayØsien [135] et à un mo-
dŁle de transfert radiatif [134], permettrait d’exploiter de maniŁre optimale l’information contenue
dans les mesures, tout en prenant en compte les incertitudes a�ectant le signal.
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4A/OP Automatized Atmospheric Absorption Atlas / Operational Processor (Atlas d’absorp-
tion atmosphØrique automatisØ / Processeur opØrationnel)

4ARTIC 4AOP Radiative Transfer Inversion code
ACQ Acquisition
ACT Across Track (axe transversal à la direction du satellite)
ADMM Alternating Direction Method of Multipliers (MØthode des multiplicateurs à directions

alternØes)
ALT Along Track (axe le long du dØplacement du satellite)
ASPIRIT All-errors modeling (radiometric and spectral shifts) using polynomials, with SPIRIT
AVIRIS Airborne Visible/Infrared Imaging Spectrometer (SpectromŁtre d’imagerie visible/infrarouge

embarquØ)
C3S Copernicus Climate Change Service (Service climat de Copernicus)
CALVAL Calibration et Validation
CNES Centre National d’Études Spatiales
CNRS Centre National de la Recherche Scienti�que
CO2 Dioxyde de carbone
COP21 21st Conference of the Parties (Accords de Paris)
DIPOpt workshop Deep learning, image analysis, inverse problems, and optimization
ECG Electrocardiogramme
EarthDATA NASA Earth Observing System Data and Information System (SystŁme de don-

nØes d’observation de la Terre de la NASA)
EnvQuad Enveloppe quadratique
EnvQuad_KSVD Enveloppe quadratique avec dictionnaire K-SVD
EnvQuad_SVD Enveloppe quadratique avec dictionnaire SVD
ESA European Space Agency (Agence spatiale europØenne)
EUMETSAT European Organisation for the Exploitation of Meteorological Satellites (Orga-

nisation europØenne pour l’exploitation des satellites mØtØorologiques)
EUSIPCO European Signal Processing Conference (ConfØrence europØenne de traitement du

signal)
EXIP EXtended Invariance Principle
EXIPRIM EXtended Invariance Principle based method for parameterized nonlinear inverse

problem through sparse modeling
FBS Forward-Backward Splitting (MØthode de sØparation avant-arriŁre)
FCLS Fully Constrained Least Squares (Moindres carrØs entiŁrement contraints)

186



Glossaire 187

FISTA Fast Iterative Shrinkage-Thresholding Algorithm (Algorithme itØratif rapide de seuillage
et rØtrØcissement)

FOV Field of View (Champ de vue)
FTS Fourier Transform Spectrometer (SpectromŁtre à transformØe de Fourier)
FWHM Full Width at Half Maximum (Largeur à mi-hauteur)
GES Gaz à E�et de Serre
GIEC Groupe d’experts Intergouvernemental sur l’Évolution du Climat
GRETSI Colloque francophone de traitement du signal et des images
ICASSP International Conference on Acoustics, Speech, and Signal Processing (ConfØrence

internationale sur l’acoustique, la parole et le traitement du signal)
ICSO International Conference on Space Optics (ConfØrence internationale sur l’optique spa-

tiale)
IEEE Institute of Electrical and Electronics Engineers
IGARSS International Geoscience and Remote Sensing Symposium (Symposium international

de gØosciences et tØlØdØtection)
IHT Iterative Hard Thresholding (Seuillage dur itØratif)
ILS Instrument Line Shape
IP Inverse Problem (ProblŁme inverse)
ISRF Instrument Spectral Response Function (Fonction de rØponse spectrale de l’instrument)
ISTA Iterative Shrinkage-Thresholding Algorithm (Algorithme itØratif de seuillage et rØtrØcis-

sement)
K-SVD
KNMI Royal Netherlands Meteorological Institute (Institut royal mØtØorologique des Pays-Bas)
LASSO Least Absolute Shrinkage and Selection Operator (OpØrateur de sØlection et de rØtrØ-

cissement absolu minimal)
LASSO_precon_LS LASSO prØconditionnØ avec moindres carrØs
W-ASPIRIT Weighted ASPIRIT (ASPIRIT pondØrØ)
LASSO_precon_inv LASSO prØconditionnØ en utilisant l’inverse de la fonction paramØtrique

non-linØaire considØrØe
LSTM Long Short-Term Memory
MI_G ModŁle Instrument avec l’approximation Gaussienne
MI_SG ModŁle Instrument avec l’approximation Super-Gaussienne
NASA National Aeronautics and Space Administration (Administration nationale de l’aØro-

nautique et de l’espace)
NATO North Atlantic Treaty Organization (Organisation du traitØ de l’Atlantique Nord)
NIR Near-Infrared (Proche infrarouge)
NIPS Neural Information Processing Systems
NOAA National Oceanic and Atmospheric Administration (Administration nationale ocØanique

et atmosphØrique)
NOVELTIS Entreprise française d’ingØnierie en donnØes environnementales et spatiales
OMP Orthogonal Matching Pursuit
OMP_eps Orthogonal Matching Pursuit avec critŁre d’arrŒt epsilon
OMP_precon OMP prØconditionnØ
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OMP_precon_Inv OMP prØconditionnØ en utilisant l’inverse de la fonction paramØtrique
non-linØaire considØrØe

OMP_precon_LS OMP prØconditionnØ avec moindres carrØs
OMP_precond OMP prØconditionnØ
OMP_sens OMP avec dictionnaire de sensing
RNN Recurrent Neural Network (RØseau de neurones rØcurrent)
SG Savitzky-Golay
SLSIP Statistical Learning for Signal and Image Processing Workshop
SNR Signal-to-Noise Ratio (Rapport signal sur bruit)
SPIE International Society for Optics and Photonics
SPIRIT SParse representation of Instrument spectral Response Functions using a dIcTionary
SPIRITUAL SPIRIT assuming polynomial radiometric errors
SPIRITUS SPIRIT and accounting for spectral shifts
SRON Netherlands Institute for Space Research (Institut nØerlandais de recherche spatiale)
SVD Singular Value Decomposition (DØcomposition en valeurs singuliŁres)
SVP Sparse Variable Projection
SWIR Short-Wave Infrared (Infrarouge à ondes courtes)
TIGR Thermodynamic Initial Guess Retrieval (Reconstruction thermodynamique initiale)
TV Total Variation (Variation totale)
UKSA United Kingdom Space Agency (Agence spatiale du Royaume-Uni)
USGS United States Geological Survey (Service gØologique des États-Unis)
UV Ultraviolet
UVIS Ultraviolet VISible (Ultraviolet visible)
VAE Variational Autoencoder (Autoencodeur variationnel)
VIS Spectre visible
VP Variable Projection



Annexe A

Description des algorithmes utilisØs

L’annexe A prØsente les di�Ørents algorithmes utilisØs pour construire la matrice du spectre
thØorique à partir de la forme vectorielle du spectre, notamment l’algorithme OMP et le K-SVD.
L’algorithme LASSO a ØtØ implØmentØ à l’aide de la fonction LASSO de Matlab. Le choix du
paramŁtre � y est Øgalement dØtaillØ.

Matrice reprØsentant le spectre de rØfØrence
L’algorithme prend en entrØe le spectre thØorique sous forme vectorielle, les longueurs d’onde

associØes � r , les longueurs d’onde correspondant au spectre mesurØ � l , ainsi que la pØriode d’Øchan-
tillonnage de la fonction de rØponse spectrale instrumentale (ISRF), notØes � I et introduites dans
la section 2. À partir de ces ØlØments, l’algorithme permet de gØnØrer une matrice reprØsentant le
spectre thØorique.

Algorithme 1 GØnØration de la matrice de spectres thØoriques
Entrées : spectre thØorique r , longueurs d’onde de ce spectre � r , longueurs d’onde du spectre mesurØ � l , pØriode
d’Øchantillonnage des ISRFs � .
Sortie : matrice des spectres thØoriques ØvaluØs sur toutes les longueurs d’onde R .
1: for l = 1 ; : : : ; N � do
2: � l  � ( l )
3: � resp  � l + �
4: R (l; :)  interp

�
� r ; r ; � resp

�

5: end for
6: return R

Pour chaque fenŒtre glissante, on rØcupŁre la matrice R l en prenant une sous-partie de la matrice
R .

Construction du dictionnaire
Cette partie dØcrit la construction du dictionnaire � qui sera utilisØ en entrØe des algorithmes

basØs sur la reprØsentation parcimonieuse (K-SVD, LASSO, OMP).

Algorithme 2 Construction du dictionnaire.
Input : Matrice des ISRFs sØlectionnØes I , taille du dictionnaire Nobs
Output : Dictionnaire des ISRFs � .
1: [U ; � ; V � ] = SVD(I )
2: � = V (: ; 1 : Nobs )
3: return �
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Algorithme OMP
Cette partie dØcrit l’algorithme OMP utilisØ dans cet article pour obtenir la reprØsentation

parcimonieuse de l’ISRF I l d’intØrŒt, en utilisant K coe�cients non nuls dans le dictionnaire � , à
partir du spectre mesurØ sl et de la matrice du spectre thØorique R l dans la fenŒtre glissante.

Algorithme 3 Algorithme Orthogonal Matching Pursuit (OMP).
Input : Spectre mesurØ sl , Matrice associØe au spectre thØorique R l , Dictionnaire des ISRFs � , ParamŁtre de
parcimonie K .
Output : Vecteur parcimonieux � l .
1: 	 l = R l �
2: U 1 = sl
3: for k = 1 ; : : : ; K do
4: Trouver 	 
 k 2 	 l maximisant le produit scalaire

�
�
�
�

�
U k ;

	 
 k

k	 
 k k

� �
�
�
�

5: Trouver [� 
 1 ; : : : ; � 
 k ] 2 � l qui rØsout

arg min
�












U k �

kX

k 0=1

� 
 k 0 	 
 k 0












2

2

6: U k +1 = sl �
P k

k 0=1
� 
 k 0 	 
 k 0

7: end for
8: return � l

LASSO algorithm
La fonction lassode MATLAB est utilisØe pour obtenir la reprØsentation parcimonieuse de l’ISRF

I l d’intØrŒt, en utilisant K coe�cients non nuls dans le dictionnaire � , à partir du spectre mesurØ
sl et de la matrice du spectre thØorique R l dans la fenŒtre glissante. Une recherche dichotomique
est utilisØe pour dØterminer le paramŁtre de parcimonie � associØ à la valeur K des coe�cients non
nuls. L’algorithme correspondant est dØcrit dans l’algorithme 4.

Algorithme 4 LASSO algorithm.
Input : Spectre mesurØ sl , Matrice associØe au spectre thØorique R l , Dictionnaire des ISRFs � , ParamŁtre de
parcimonie K , Valeur minimum du paramŁtre de parcimonie de LASSO � min , Valeur maximale du paramŁtre de
parcimonie de LASSO � max
Output : Vecteur parcimonieux � l .
1: 	 l = R l �
2: � resp = lasso(	 l ; sl ; ’lambda’; � max ; ’Alpha’; 1)
3: while sparsity( � resp ) 6= K do
4: � = � min + � max

2
5: � resp = lasso(	 l ; sl ; ’lambda’; �; ’Alpha’; 1)
6: if sparsity(� resp ) < K then
7: � max = �
8: else
9: � min = �
10: end if
11: end while
12: Trouver les composantes non-nulles dans � resp pour former le vecteur [
 1 ; :::; 
 K ]
13: RØ-estimer les coe�cients parcimonieux non-nuls : Trouver [� 
 1 ; :::; � 
 k ] 2 � l qui rØsout arg min � jj sl �P k

k 0=1
� 
 k 0 	 
 k 0 jj 2

2
14: return � l
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Algorithme K-SVD
L’algorithme K-SVD de [35] est dØcrit dans l’algorithme 5. À chaque itØration, le dictionnaire

est mis à jour en modi�ant ses colonnes sØparØment et de maniŁre sØquentielle, en appliquant K
dØcompositions en valeurs singuliŁres (SVD) sur la matrice d’erreur appropriØe E j .

Algorithme 5 Construction du dictionnaire en utilisant l’algorithme K-SVD.
Input : Matrice des ISRFs sØlectionnØes I , Nombre d’ISRFs sØlectionnØes L , Taille du dictionnaire Nobs , Dictionnaire
� obtenu utilisant la SVD introduite dans l’algorithme 2, ParamŁtre de parcimonie K
Output : Nouveau dictionnaire des ISRFs � .
1: while la convergence n’est pas atteinte do
2: Étape de codage parcimonieux : x l = OMP(I l ; � ; K ) 8 l = 1 ; :::; L
3: Mise à jour du dictionnaire :
4: for j = 1 ; :::; L + 1 do
5: DØ�nition d’un groupe utilisant la j-iŁme colonne du dictionnaire j, wj = f l j1 � l � N; x j

T (l ) 6= 0 g
6: Calculer la matrice globale d’erreur de reprØsentation, E j = I �

P
i 6= j

� i x
i
T

7: Construire E R
j à partir de E j en utilisant les colonnes associØes à wj

8: DØcomposition SVD : [U ; � ; V � ] = SVD(E R
j )

9: Mise à jour de la colonne du dictionnaire � j en prenant la prenant la premiŁre colonne de U et le vecteur
x j

R en prenant la premiŁre colonne de V � (1; 1).
10: end for
11: end while
12: return �

Algorithme utilisant les enveloppes quadratiques
L’approche fondØe sur l’enveloppe quadratique a ØtØ implØmentØe à l’aide de l’algorithme FISTA

[104], tel que dØcrit dans [55]. Dans ce cadre, un paramŁtre de rØgularisation 0 < 
 < jj	 l jj2 doit
Œtre �xØ [50]. Une description plus dØtaillØe de l’algorithme basØ sur l’enveloppe quadratique pour
l’estimation de l’ISRF est prØsentØe dans l’algorithme 6, pour chaque fenŒtre glissante.

Algorithme 6 Algorithme basØ sur l’enveloppe quadratique pour l’estimation des ISRFs.
Input : Spectre mesurØ sl , Dictionnaire 	 l , CardinalitØ K ,
ParamŁtres de rØgularisation 
 et � , Nombre d’itØrations T

Output : Estimation de l’ISRF Î
( T )
l

1: Initialiser Î
(0)
l ;

2: Î
(1)
l; resp = 0 ;

3: for 1 � t � T : do
. Utilisation du processus d’accØlØration FISTA :

4: ~I
( t )
l = Î

( t � 1)
l + t � 1

t +2

�
Î

( t � 1)
l � Î

(1)
l; resp

�
;

5: Î
( t )
l; resp = Î

( t � 1)
l ;

. Calcul de l’opØrateur proximal :

6: Î
( t )
l = ProxQgammaiota

�
~I

( t )
l � 1

� 	 T
l (	 l ~I

( t )
l � sl ); K; 
; �

�
;

7: end for
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Algorithme SPIRITUS
Cette algorithme prØsente la mØthode SPIRITUS dØ�nie au chapitre 3 pour rØaliser l’estimation

jointe des ISRFs et des dØcalages spectraux.

Algorithme 7 Estimation alternØe des ISRFs et des dØcalages spectraux.
Input : Spectre mesurØ y , Spectre de rØfØrence r , longueur d’ondes � , Dictionnaire � , CardinalitØ K , DegrØ du
polynôme P
Sorties : ISRF estimØ Î , Mesures corrigØes ŝ, DØcalages spectraux �̂

0
.

1: Initialiser ĉ = [0 ; :::; 0]T ;
2: Initialiser R̂ avec ;
3: for l = 1 ; :::; N � : do
4: Mettre à jour : R̂ l = � (r ; W (� l )) ;
5: end for
6: Initialiser Â avec ;
7: for l = 1 ; :::; N � : do
8: 	̂ l = R̂ l � ;
9: �̂ l = OMP(y l ; 	̂ l ; 1) ;
10: end for
11: while pas de convergence do

. Estimation des dØcalages spectraux :
12: Mettre à jour : ĉ = arg min c

P N �
l =1

jj y l � R l (c)� �̂ l jj 2
2 ;

13: for l = 1 ; :::; N � : do
14: Mettre à jour : �̂ 0

l = � l +
P P

p=0
ĉp

�
l

l max

� p
;

15: end for
. Interpolation du spectre de rØfØrence :

16: for l = 1 ; :::; N � : do
17: Mettre à jour : R̂ l = � (r ; W (�̂ 0

l )) ;
18: end for

. Estimation des vecteurs parcimonieux :
19: for l = 1 ; :::; N � : do
20: 	̂ l = R̂ l � ;
21: �̂ l = OMP(y l ; 	̂ l ; K ) ;
22: end for
23: end while

. Estimation de l’ISRF :
24: Î = [ � �̂ 1 ; :::; � �̂ N � ]

. Reconstruction du spectre :
25: ŝ = [ R̂ 1 Î 1 ; :::; R̂ N � Î N � ]

. Estimation des dØcalages spectraux :
26: ^� 0 = [ �̂ 0

1 ; ::; �̂ 0
N �

]
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Algorithme SPIRITUAL
Cet algorithme met en ÷uvre la mØthode SPIRITUAL prØsentØe au chapitre 3. Il est appliquØ à

chaque fenŒtre glissante a�n d’estimer l’ISRF en son centre, ainsi que l’erreur radiomØtrique associØe
à chaque pixel de la bande.

Algorithme 8 Estimation alternØe des ISRFs et des rØponses radiomØtriques.
Input : Spectres mesurØs y l , Matrice des spectres de R ( q)

l , Dictionnaires concatØnØs 	 l , CardinalitØ K , DegrØ du
polynôme P
Output : Estimation de l’ISRF Î l , Mesures corrigØes Ŝ l

1: Initialiser d̂ l ; l = ; :::; N �
2: Initialiser �̂ l ; l = ; :::; N � ;
3: vec(Ŝ l ) = 	 l �̂ l ;
4: while pas de convergence do

. Estimation des rØponses radiomØtriques en utilisant des moindres carrØs :
5: for l = 1 ; :::; N � : do
6: Mettre à jour : d̂ l = arg min d l jj y l � M l (( � �̂ )) d l )jj 2

2 ;
7: end for

. Correction des rØponses radiomØtrique en inversant les non-linØaritØs à partir d̂ l ;
8: for l = 1 ; :::; N � : do
9: for q = 1 ; :::; Q : do

10: Mettre à jour : ŝl;q = arg min s l;q

�
yl;q �

P P
p=0

d̂l
p

�
sl;q

� p
� 2

:

11: end for
12: end for

. Re-estimation du vecteur parcimonieux :
13: for l = 1 ; :::; N � : do
14: Mettre à jour : ^� l = OMP

�
vec(Ŝ l ); 	 l ; K

�
;

15: end for

16: end while
. Estimation de l’ISRF :

17: Î l = � �̂ l
. DØtermination des mesures corrigØes :

18: Ŝ l (: ; q) = R ( q)
l Î l 8 q = 1 ; :::; Q
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Algorithme W-ASPIRIT
Cet algorithme met en ÷uvre la mØthode W-ASPIRIT prØsentØe au chapitre 3. On utilise chaque

fenŒtre pour estimer les ISRFs, les dØcalages spectraux sont estimØs par spectre et les rØponses
radiomØtriques sont estimØes pour chaque pixel de la bande.

Algorithme 9 Estimation alternØe d’une ISRF et des rØponses radiomØtriques.
Input : Spectres mesurØs y l , Matrice des spectres de R ( q)

l , Dictionnaires concatØnØs 	 l , CardinalitØ K , degrØ des
polynômes P et P’, matrice de poids �
Output : Estimation de l’ISRF Î l , Mesures corrigØes Ŝ l

1: Initialiser d̂ l ; l = ; :::; N �
2: Initialiser �̂ l ; l = ; :::; N � ;
3: vec(Ŝ l ) = 	 l �̂ l ;
4: while pas de convergence do . Estimation des dØcalages spectraux c en utilisant des moindres carrØs :
5: for q = 1 ; :::; Q : do
6: Mettre à jour : ĉq = arg min cq jjdiag(� (: ; q)) � 1 (Y (: ; q) � N q (	 l �̂ l ; c( q) ; d̂)) jj 2

2 ;
7: end for . Estimation des rØponses radiomØtriques en utilisant des moindres carrØs :

8: for l = 1 ; :::; N � : do
9: Mettre à jour : d̂ l = arg min d l jjdiag(� ( l; :)) Y (l; :)T � M l (	 l �̂ l ; ĉ)d l jj 2

2 ;
10: end for

. Correction des rØponses radiomØtrique en inversant les non-linØaritØs à partir d̂ l ;
11: for l = 1 ; :::; N � : do
12: for q = 1 ; :::; Q : do

13: Mettre à jour : ŝl;q = arg min s l;q

�
yl;q �

P P
p=0

d̂l
p

�
sl;q

� p
� 2

;

14: end for
15: end for

. Re-estimation du vecteur parcimonieux :
16: for l = 1 ; :::; N � : do
17: Mettre à jour : ^� l = OMP

�
vec(Ŝ l ); 	 l ; K

�
;

18: end for

19: end while
. Estimation de l’ISRF :

20: Î l = � �̂ l
. DØtermination des mesures corrigØes :

21: Ŝ l (: ; q) = R ( q)
l Î l 8 q = 1 ; :::; Q
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Algorithme SVP
L’algorithme met en oeuvre mØthode SVP prØsentØe au chapitre 4 qui permet de rØsoudre des

problŁmes inverses avec contraintes de parcimonie dans le cas oø la non-linØaritØ est sØparable.

Algorithme 10 Algorithme SVP.
Entrées : Mesures y , Dictionnaire 	 , ParamŁtre de pØnalitØ � , pas t , Vecteur initial �̂ .
Sortie : Vecteur � , Vecteur �
1: Initialiser i =0 ;
2: while la convergence n’est pas atteinte do
3: . Etape de descente de gradient :

4: Mettre à jour : z = � i � t r �






 y � A (� )

�
A T (� )A (� )

� � 1
A T (� ) y








2
;

5: . OpØrateur proximal (doux / dur / enveloppes quadratiques) :
6: Mettre à jour : � i +1 = prox(z; �; t )
7: i = i+1 ;
8: end while

Algorithme EXIPRIM
L’algorithme met en oeuvre la mØthode EXIPRIM prØsentØe au chapitre 4 utilisØe pour l’esti-

mation de problŁme inverse non-linØaire sous contrainte de parcimonie lorsque les non-linØaritØs ne
sont pas forcØment sØparable.

Algorithme 11 Algorithme EXIPRIM.
Entrée : Mesures y , Dictionnaire 	 , CardinalitØ K du vecteur parcimonieux � , Nomumber of iterations N iter
Sortie : Vecteur parcimonieux � , Vecteur �
1: Initialiser f � = identitØ ;
2: � 0 = SR(y ; 	 ; K ) ;
3: while la convergence n’est pas atteinte do
4: . Estimation des non-linØaritØs :
5: Mettre à jour : � i +1 = arg min � jj y � f � � (	 � i )jj 2

2 ;
6: . Utilisation de la formulation EXIP et estimation de � :
7: for q = 1 ; :::; Q : do
8: � i +1

q = arg min � q
jy q � f � i +1 (� q )j2 ;

9: end for
10: . Nouvelle estimation du vecteur parcimonieux :
11: Mettre à jour : � i +1 = SR

�
� i +1 ; 	 ; K

�
;

12: i = i + 1 ;
13: end while



Annexe B

DØtermination du gradient dans le
cadre des moindres carrØs
sØparables

Cette annexe dØtaille le calcul du gradient utilisØ dans l’appel à la fonction SVP, dans le contexte
de la rØsolution d’un problŁme inverse non-linØaire rØgularisØ par une contrainte de parcimonie, en
supposant des non-linØaritØs sØparables, comme dØcrit au chapitre 4.

On rappelle ici le problŁme d’optimisation formulØ avec la rØgularisation ‘1

arg min
�

R4(� ) = arg min
�
jjy � A (� ) [(A (� ))?A (� )] � 1 (A (� ))? y jj2 + �jj� jj1 (B.1)

Formulons pour chaque ØlØment de la matrice [A (� )]q;p = gp(	 q� ) 8(q; p) 2 f1; :::; Qg �
f1; :::; Pg l’expression de la dØrivØe associØe au j-iŁme composant du vecteur parcimonieux [� ]j par

@ [A (� )]q;p

@[� ]j
=
@gp(	 q� )
@[� ]j

[	 q]j : (B.2)

Notons que si la non-linØaritØ est polynomiale, la dØrivØe s’Øcrit :

@ [A (� )]q;p

@[� ]j
= p (	 q� )p� 1 [	 q]j (B.3)

La dØrivØe peut s’Øcrire sous forme vectorielle en utilisant la variable auxiliaire B 2 RQ� (P +1)

dØ�nie par

B (� ) =

2

6
6
4

@g0 (	 1 � )
@[� ]j : : : @gP (	 1 � )

@[� ]j
...

. . .
...

@g0 (	 Q � )
@[� ]j : : : @gP (	 1 � )

@[� ]j

3

7
7
5 (B.4)

comme

@A (� )
@[� ]j

=

2

6
4

[	 1]j
. . .

[	 Q ]j

3

7
5 B (� ) (B.5)

avec @A (� )
@� j

2 RQ� (P +1).
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Notons que si les non-linØaritØ sont polynomiales, la matrice B s’Øcrit :

B (� ) =

2

6
4

0 1 2 (	 1� ) : : : P (	 1� )P � 1

...
...

...
. . .

...
0 1 2 (	 Q � ) : : : P (	 Q � )P � 1

3

7
5 (B.6)

A�n d’avoir une expression pour @A (� )
@� (� � ), on calcule

P
j

@A (� )
@� j

� � j . On obtient alors :

@A
@�

(� � ) =

2

6
4

	 1� �
. . .

	 Q � �

3

7
5 B (� ) (B.7)

= D 	 (� � )B (� ) (B.8)

avec D 	 (� � ) =

2

6
4

	 1� �
. . .

	 Q � �

3

7
5 2 RQ� Q .

Introduisons les variables auxiliaires C (� ) = A (� ) [(A (� ))?A (� )] � 1 (A (� ))? 2 RQ� Q et M (� ) =
(A (� ))?A (� ) 2 R(P +1)� (P +1). Nous obtenons alors :

(M (� ) + � M (� )) � 1 = M (� ) � 1 �M (� ) � 1� M (� )M (� ) � 1 + O(jj� M (� )jj2) (B.9)

et

C (� + � � ) =
�

A (� ) +
@A (� )
@�

(� � )
�
�

�
M (� ) +

�
@A (� )
@�

(� � )
� ?

A (� ) + ( A (� ))?
�
@A (� )
@�

(� � )
�� � 1

�
�

A (� ) +
@A (� )
@�

(� � )
� ?

+ O(jj� � jj2) (B.10)

=
�

A (� ) +
@A (� )
@�

(� �
�

�
M (� ) � 1 �M (� ) � 1� M (� )M (� ) � 1�

�
�

A (� ) +
@A (� )
@�

(� � )
� ?

+ O(jj� � jj2) (B.11)

= C (� ) +
@A (� )
@�

(� � )M (� ) � 1 (A (� ))? + A (� )M (� ) � 1
�
@A (� )
@�

(� � )
� ?

� A (� )M (� ) � 1
��

@A (� )
@�

(� � )
� ?

A (� ) + ( A (� ))? @A (� )
@�

(� � )
�
�M (� ) � 1 (A (� ))? + O(jj� � jj2)

(B.12)

Posons S(z) = 1
2 (z + z?). Nous obtenons :

C (� + � � ) = C (� ) + 2 S
�
@A (� )
@�

(� � )M (� ) � 1 (A (� ))?
�

� 2 A (� )M (� ) � 1S
�

(A (� ))? @A (� )
@�

(� � )
�

M (� ) � 1 (A (� ))? + O(jj� � jj2) (B.13)

La dØrivØe @C
@� s’Øcrit alors comme suit :

@C
@�

(� � ) = 2 S
�
D 	 (� � )B (� )M (� ) � 1 (A (� ))?�

� 2 A (� )M (� ) � 1S
�
(A (� ))? D 	 (� � )B (� )

�
M (� ) � 1 (A (� ))? (B.14)
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Le terme de �dØlitØ aux donnØes, notØ J , de la fonction R4 à optimiser peut s’Øcrire :

J(� ) = arg min
�
jj (C (� ) � Id Q ) y jj2 (B.15)

oø Id Q 2 RQ� Q est la matrice identitØ.
DŁs lors :

J(� + � � ) = arg min
�
jj

�
C (� ) +

@C
@�

(� � ) � Id Q

�
y jj2 + O(jj� � jj2): (B.16)

On en dØduit �nalement le calcul du gradient :

@J
@�

(� � ) = 2 <
@C
@�

(� � )y ; (C (� ) � Id Q ) y > (B.17)



Annexe C

Calcul de la dØrivØe seconde pour
EXIPRIM

Cette annexe dØtaille le calcul de la dØrivØe seconde utilisØe lors de l’appel à la fonction EXIPRIM,
dans le contexte de la rØsolution d’un problŁme inverse non-linØaire sous contraintes de parcimonie,
en supposant des non-linØaritØs bijectives, comme dØcrit au chapitre 4.

On rappelle ici le problŁme d’optimisation formulØ. L’approximation utilisØe pour l’ estimateur
de � est :

~� N = arg min
�

[�̂ N � g(� )]T R00
� (�̂ N ) [�̂ N � g(� )]; (C.1)

oø R� (� ) = k y � f� � � k22 et R00
� (�̂ ) = r2R� (�̂ ) est la matrice hessienne de ce critŁre par rapport à

� , et ØvaluØe en �̂ . Calculons la dØrivØe seconde R00
� puis Øvaluons-la au point �̂ . Soit q = f1; :::; Qg.

Rappelons que la fonction f� est une fonction terme à terme et elle s’applique à chacune des com-
posantes � q. La dØrivØe partielle de R� par rapport à � q s’Øcrit alors :

@R�

@� q
= 2

�
y q � f� (� q)

� @
�
y q � f� (� q)

�

@� q
(C.2)

= �2
�
y q � f� (� q)

� @f� (� q)

@� q
(C.3)

La dØrivØe de R� par rapport au vecteur � s’Øcrit alors :

R0
� (� ) =

�
@R�

@� 1
; :::;

@R�

@� Q

� T

(C.4)

= �2J T (y � f� � (� )) (C.5)

oø J est la jacobienne de f� appliquØe à � . La fonction f� s’appliquant point à point, on obtient
directement :

J =

2

6
6
4

@f�
@�1

. . .
@f�
@�Q

3

7
7
5 : (C.6)
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Soit q0 = f1; :::; Qg. L’expression de la dØrivØe seconde pour chacune des composantes est alors :

@2R�

@� q0@� q
= �2

 �
y q � f� (� q)

�

@� q0

@f� (� q)

@� q
+

�
y q � f� (� q)

� @2f� (� q)

@� q0@� q

!

(C.7)

= 2
f� (� q)

@� q0

@f� (� q)

@� q
� 2

�
y q � f� (� q)

� @2f� (� q)

@� q0@� q
(C.8)

La fonction f� s’appliquant point à point, si q0 6= q la dØrivØe seconde partielle vaut zØro et si q0 = q
on obtient :

@2R�

@� 2
q

= 2
� @f� (� q)

@� q

� 2

� 2
�
y q � f� (� q)

� @2f� (� q)

@� 2
q

(C.9)

Le point �̂ correspond à la solution vØri�ant y � f� � � = 0. La dØrivØe seconde ØvaluØe en ce point
est donc :

R00
� (�̂ ) =

2

6
6
6
4

2
�

@f�
@�1

� 2

. . .

2
�

@f�
@�Q

� 2

3

7
7
7
5

� =�̂

: (C.10)
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