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Résumé —Les composants électroniques destinés a I'échantillanhagte fréquence des signaux ont des temps de réponsetihissete
dégrader les performances des algorithmes de reconstiuEtans cet article, on considere un signal échantilloraméip composant modélisé
par un filtre linéaire invariant activé a des instants paddetnent irréguliers et qui forment une suite vérifiant tadition de Landau (généra-
lisation de la condition de Nyquist). On étudie les conségae des imperfections des échantillonneurs dans la regotisn du signal et dans
I'estimation de I'enveloppe et de la phase.

Abstract — Electronic components dedicated to high frequency sigamipiing have response times that can degrade the perfoenwinc
reconstruction algorithms. In this paper, we consider asdigampled by a component modeled as an invariant linear dittivated at potentially
irregular instants and constituting a sequence fulfillimgltandau condition (generalization of the Nyquist conditi Consequences of sampler
imperfections on the signal reconstruction and in the epesbind phase estimation are studied.

1 Introduction définie par
EZW 2 (-7 = [ s (Nd @

L'échantillonnage peut étre vu comme la représentation d’u A
ensemblef par un de ses sous-ensemhfes € [1]. Classi- ol E.] est I'espérance mathématique et est le complexe
quement¢ est constitué de variables aléatoites- {E£ (t) ,t  conjugué dex. Le processud) = {U (t),t € R} est défini
eR} etF = {E(t),t € A}, ouA est fini ou dénombrable. par
L'hypothése périodiqué = nZ est une idéalisation largement { Ul(t) = ffooo g(u) Z(t—u)du )
utilisée, mais pouvant se révéler limitée. On cherche &repr G(f)= [, g(u)e 2mfudy,
senter au mieux les éléments depar des combinaisons (én 7 et y sont respectivement l'entrée et la sortie d'un filtre Ii-
géneéral lineaires) d'éléments de Par exemple, la formule de gajre invariant (FLIY de réponse impulsionnellg() et de
Shannon (ou de Nyquist ou Whittaker) reconstruit des PFOCe%ain complexe (fonction de transfer)(f). U est alors aussi
sus dont le "spectre de puissance” est nul a I'extérieuratte I' giationnaire et de densité spectrale [2]
semble de fréquence{%, ﬁ} avecA = nZ [2], [3]. En télé- )
communications, les échantillofs(t,,) sont prélevés en sortie su(f) = [|G| SZ} (7). )
d’antenne par des composants €lectroniques qui ont destempiant donnée une suite d’échantillonnage {t,,,n € Z}, on
de réponse et de répétition non négligeables, a des insfantsdgfinit la suite aléatoir®)’ = {U,,n € Z} par
qui ne sont qu’approximativement périodiques [4]. La prise

o0
d’échantillon n’est pas instantanée, et ce que I'on préfée U, =U (t,) = / g () Z (t, — u) du. (4)
étre considéré comme dépendant du comportement de compo- —o0

sants au voisinage de points que I'on supposera connus avear exemple, lorsque(t) est une fonction différente de 0 uni-

précision. Un modéle simple associe une s{iten € Z} (les  quement dans un voisinage de I'origine de largeur,, prend

"instants" d’échantillonnage) avec une fonctipft) quirepré-  en compte uniquement des valeurs41&) dans un voisinage

sente la mise en route, le fonctionnement et I'arrét du compalet,, de largeur au pluge. A la limite, lorsqueg = ¢ (la dis-

sant qui opére sur le phénomene étudié [5]. Le modéle diactiatribution de Dirac), on obtient/,, = Z (¢,,). Le probléme qui

du composant sur le phénomeéne étudié est supposé lindairegst traité dans cette communication concerne I'estimat®on

la stationnarité sera assurée par I'utilisation de filthe&dires 7 (¢) a partir de la suite d’échantillonna@¥ = {U,,,n € Z}.

invariants (LIF) dont les caractéristiques sont définiggygd).  Dans la section 2, on commence par présenter les formules de
On suppose quE& = {Z (t),t € R} est un processus sta- reconstruction a partir d’échantillons prélevés a desirtstir-

tionnaire de moyenne nulle avec une densité spectralg’)  réguliers, puis on montre comment les corriger pour prendre



en compte I'effet du filtre déformant le signal a échantilen  quel que soit? € R et avec sgfk) =
Des résultats de simulation sur un signal de télécommunicain(z)/x.

tions BPSK sont présentés en section 3 et la section 4 conclutLes mesureé/ (¢,,) apparaissent dans le membre de droite
cet article. de (9) pourj = 0,0 = t,. Si L est suffisamment grand et si
t est dans l'intervalle d’'observatidn_y,, ¢1.], on peut négliger
les termes pouj # 0 au membre de droite de (9) (la fonction
sinc tend vers 0) :

S Uk (t)em2mmlt=te) =
1<[k[<L
...sinc[Z2 (¢t —

k/|k|, sindz) =

2 Interpolation

2.1 Formule de reconstruction avec instants non

uniformes (10)

tﬂ)} U (tn) e—i27‘rf0tn
Supposons quA (le support du spectre; deZ) et la suite
d'échantillonnage = {t¢,,n € Z} soient tels que, pour tout

teR ) . \ . . .
e2imft — Z ap (t) 2™t fe A —L,..,—1,1,..., L, un systeme deL équations ave@L in-
ne connues est obtenu. Plutét que de considérer que les incon-
Dans ce cas, la reconstruction parfaite est possible siibn faues sont les termeg/f (¢),1 < [k| < L) dans (10), il est

ol1 Uy (t) est un estimateur d&(t). Ainsi, pour une valeur
det fixée, en faisant varier le paramétredans l'intervalle

I'hypothése que I'on sait traiter une infinité d’échantilto Au
prix d’hypothéses de régularité, cette égalité est égemial

plus judicieux de considérer que les inconnues sont leseterm
Uk (t) et 1 < |k| < L} pour que la matricé// a in-

a I'obtention d’'une formule de reconstruction linéaire de | verser devienneindépendante du temps (une seule investion

forme (en posart,, = U (,,))

requise alors quevarie dans l'intervalle de reconstruction :

Z(t) =2 ez on (1) Z (tn) _
{ U(t) =35 ez 0n (1)U ®) Ma(t) = b(1) (1)
Par exemple, dans le cas particulier de I'échantillonnage u avec , _
forme d'un signal en bande de base avge= n/f., les coef- etn-Li-L el L
ficientsav, (¢) sont déduits de la formule de reconstruction de M= : : ;
Shannon bien connue dans le domaine de I'échantillonnage : etV-rtL ertL

sin (ﬂ-fs (t _ tn>) U\_L(t)e*i%r’nyt

==t © ==
On considére maintenant le cas général d’'un support spectra
non nécessairement centré en 0 et d’'un échantillonnage néh
uniforme du processus = {U (t),t € R} (les instants étant
supposés connus) et on montre comment calculer les coeffi-

ﬁL(t)e—iszt

sinc[% (t— t_L)] U(t_p)e—2mfot—r

cientsa, (t) dans ce cas, en utilisant le PAS (Periodic No-
nuniform Sampling d’ordre L) déja étudié dans [6].
Soit B la largeur de bande totale du proces&ugargeur de

A) et fp la fréquence centrale. On définit les bandes de fré-

quenced, 1 < |k| < L par

k—1)B
f()+|:( 211/) 7%[711721

kB (k+1)B
f0+i|ﬁ) 2L :|)k§_1
Les intervalles\; définissent une partition de I'intervalle en

2L intervalles de longueuf. Soit U, = {Uj (t),t € R} le
résultat du filtrage passe-bande idéalllsur A,. On a alors

I'égalité suivante :
Uty= > Uk(t).
1<[kISL

En utilisant cette décomposition, I'équation (9) est détrém
dans [6] en se basant sur le PNS7], [8].

S Uk (t) em2mm=0) — 3~ (—1)7

1<jk|<L jez
..sinc[Z2 (t —0) — mj] U (9 + AL ei2nfo(0+35)
= o7 (k= 3sgr(k)) + fo.

Ay = (7)

(8)

)

b(t) = | :
sinc[% (t— tL)] U (t) e—i2vfotr

Notons que la matricd/ ne dépend que des instants non
uniformest,, et pas du signal ni de son spectre. Une fois que
la matriceM —! a été calculée, on peut exprimer chadqigt)
comme une combinaison linéaire des observatiofts ), n €
{-L,..,—1}U{1,..., L} en utilisant (11), ce qui permet aussi
d’exprimerU(t) comme une combinaison linéaire deét,,)

en utilisant (8). Cela permet de calculer les coefficient&)
dans (5). L'obtention du signal analytique par exemple (ou d
résultat du filtrage passe-bande idéalldg) sur n'importe
quelintervalleA) peut se faire de fagon trés simple en ne som-
mant que les termes désirés dans (8) (par exemple uniqguement
les termes pout > 0 dans le cas du signal analytique).

2.2 Formules modifiées

Dans cette section, on montre comment modifier les for-
mules de reconstruction présentées section 2.1 pour lesesida
au cas d'un échantillonneur dont la transmittance n’estipas
taire. Lorsque le filtre inversé—! représentant le comporte-
ment convolutif de I'échantillonneur (2) est défini sk m <



G(f) <M <ocosurA),ona
Z(t)=g""[U](t)

{190
§71 (t) = fA eszt%'

! (f) etg~!(t) sont respectivement le gain complexe et

la réponse impulsionnelle du filtre inverge!. On a aussi,
d'apres (5)

=gl =
f—oo 571 (t - u) ZnEZ Qp (u> U (tn) du.

Au prix d'un changement d’ordre des sommations

-5

nez >

o0

7t —u) ay, (u) du| Up. (13)

On obtient donc une formule exacte reliaitt) aux échan-
tillons U,, = U (t,,).

Supposons maintenant que I'on confonde I'échantillonnag
idéal (lesZ (t,)) avec la réalité (led/ (t,,)). Cela signifie,
d’apres (5) que I'on prend@ (t) comme estimation d¢& (t).
L'erreur commiser en utilisant des valeurs approchée<dg,, )
est donc définie par

=l -U WP = [ 1-GPsz

: (14)
Par exemple, considérons le cas de I'échantillonneurtigon
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FIGURE 1 — Erreur de reconstruction due a la transmittance de
I’échantillonneur en fonction dé,.

en filtrant un train de bits équiprobables (Diracs séparén d’
intervalle correspondant a la période symbblaffectés d’'un
signe+1) par un filtre RCF (Raised Cosine Filter) de fréquence
de coupureR = % (correspondant au rythme symbole) et de
facteur de forme (ou roll-offp = 0.25 (18).

Hw) =
T, lw| < Tr(ljjﬁ)
5[t con (3 [lol - =72 )] 20p < ol < =
0 sinon

(18)
avecw = 2x f. On suppose que I'on mesure le sigidk) =
Zy(t)e?? /ot directement en Fréquence Intermédiaire (FI) : I'in-

qui moyenne le signal & mesurer autour de I'nstant d’écharfervalle A est centré autour d’une fréquence porteuse corres-

tillonnage considéré.

1
g(t) = 5ol <e (15)
dont le gain complexe est
G (f) = sinc(e2n f) (16)

Dans le cas particulier d'un bruit blanc de spectpe(f) =
L.f€[fo— L, fo+ £] par exemple, (14) se simplifie en

fo+
/ (1 — sinc(e2n f))? df,

B
fo—B

B
2

17)

pondant a la pulsatiofiy = 1.6 x R. On choisitR = 1 Hz

et on échantillonne ce signal a la fréquence d’échantibigen
moyenne correspondant a la plus petite fréquence d’étloanti
nage uniforme que I'on pourrait utiliser pour échantillenoe
signalf; = (1+ 8)R (fréquence de Landau correspondant a la
bande totale du signal [9]), en utilisaf = 120 échantillons.
On suppose que les échantillonsAg) sont collectés a la sor-
tie d’un échantillonneur "low-cost" introduisant une gegfjit-

ter) dans les instants d’échantillonnage choisi ici exagént
grand (jitter de 100%) : on observ&t) aux instants

t, =nTs +An),ne{-L,..—1yU{l,...,L}

(19)

ouT, = fi est la période d'échantillonnage moyenne gt)

. . ) ; 4 < : Ty o Te
La puissance de l'erreur de reconstruction tend vers la- pui€St uniformémentréparti entres: et 5.

sance de signal lorsqui augmente, entrainant une diminu-
tion du rapport signal a bruit (SNR :Signal to Noise Ratio).
Ceci est illustré figure 1 dans le cas d'un bruit blanc dans un
bandeB = 1 Hz pour un échantillonneur-bloqueur (15) pour
différentes valeurs de

3 Simulations

Laréponse impulsionnelle de I'échantillonneur est augsi s
posée non parfaite. Dans cette illustration on considecase
de I'échantillonneur-bloqueur défini par (15) pour une vale
deec = 0.221 s. La valeur de doit étre choisie telle qué' (f)
ne s’annule pas suk (support spectral d&(¢)). Notons que
ce type d’échantillonneur en FI existe sur le marché [10]. Le
spectre d&Z(t) et la transmittance du filtre (forme supposée de
I'échantillonneur) sont représentés figure 2. A cause defeet
fet de filtrage le signal reconstruit est atténué et distaichn

Le signal considéré pour les simulations est un signal de tée reconstruit directement en utilisant (10) & partir desage
Iécommunications BPSK (Binary Phase-Shift Keying) moduléillons filtrés en FI comme on peut le voir figure 3. Les instant

dont la représentation en bande de b&sg) est construite

d’échantillonnage non uniformes considérés sont reptésen
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FIGURE 2 — Spectre du signal et transmittance de I'échantillonFIGURE 4 — Partie réelle du signal reconstruit a partir des

neur.
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FIGURE 3 — Partie réelle du signal reconstruit a partir des

échantillons filtrés en utilisant le PNS (10).

par des étoiles et seule la partie réelle des signaux ests&pr

échantillons filtrés en utilisant les formules corrigée3) (dp-
pliquées au PN&. (le signal reconstruit est superposé au si-
gnal original).

cas particulier d’un signal BPSK échantillonné en Fl avet fo
jitter.
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